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Hoofdstuk 5

Eigenwaarden en eigenvectoren

5.1 Eigenwaarden en eigenvectoren

Onderstel datV een eindigdimensionale vectorruimte is, en datf : V →V een lineaire afbeelding
is. Als E een basis vanV is, dan kunnen we de matrixA van f ten opzichte van de basisE
beschouwen. In dit hoofdstuk kijken we naar het volgende probleem: voor welke keuze van de
basisE ziet de matrix van de lineaire afbeeldingf er zo eenvoudig mogelijk uit? Hoe meer
elementen vanA nul zijn, hoe gemakkelijker het wordt om bewerkingen met de matrix A uit te
voeren. De ideale situatie is die waarbij de matrix vanA een diagonale matrix is:

A=




a11 0 · · · 0

0 a22 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · ann




Immers, indienA een diagonaalmatrix, dan is het stelselAX = B zeer eenvoudig op te lossen.
Het zal verderop blijken dat het niet altijd mogelijk is om een basis vanV zo te kiezen dat de
matrix A diagonaal wordt. We zullen dan al tevreden zijn als weA kunnen schrijven als een
bovendriehoeksmatrix:

A=




a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n
...

...
...

0 0 · · · ann




Onderstel dat de matrix van de lineaire afbeeldingf ten opzichte van een basisU = {~u1,~u2, . . . ,~un}
een diagonaalmatrix is. Dan is

f (~ui) = aii~ui ,

met andere woorden, het beeld van de basisvector~ui is een veelvoud van~ui . Om een basis vanV
te vinden waarvoor de matrix vanf diagonaal wordt moeten we dus die vectoren~u zien te vinden
waarvoorf (~u) een veelvoud is van~u. Vandaar de volgende definitie.
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Definitie 5.1.1. Beschouw een lineaire afbeelding f: V → V. Een vector~u 6=~0∈ V noemen we
eeneigenvectorvan f als

∃λ ∈K: f (~u) = λ~u

We noemen danλ deeigenwaardebehorende bij de eigenvector~u.

We hebben dan onmiddellijk volgende eigenschap.

Stelling 5.1.2.De matrix van een lineaire afbeelding f: V → V ten opzichte van een basis E is
diagonaal als en alleen als E een basis is die bestaat uit eigenvectoren.

In deze paragraaf zullen we zien hoe we eigenwaarden en eigenvectoren van een matrix kunnen
bepalen.

Stelling 5.1.3.Onderstel dat V een eindigdimensionale ruimte is.λ ∈ K is een eigenwaarde van
een lineaire afbeelding f: V →V als en slechts alsdet( f −λ1V) = 0.

Bewijs. λ ∈ K is een eigenwaarde vanf als er een vector~u 6=~0 bestaat zodatf (~u) = λ~u, of,
equivalent,( f − λ1V)(~u) =~0. Deze laatste voorwaarde betekent datf − λ1V niet injectief is,
hetgeen equivalent is met de voorwaarde det( f −λ1V) = 0.

De vergelijking
det( f −λ1V) = 0 (5.1)

wordt dekarakteristieke vergelijking genoemd. Kies een basisE = {~e1, . . . ,~en}, en onderstel dat
A= [ f ]E,E. Dan wordt (5.1):

det(A−λ In) = 0 (5.2)

of ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11−λ a12 · · · a1n

a21 a22−λ · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann−λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (5.3)

Voor n= 2 wordt deze vergelijking:

λ 2−Sp(A)λ +det(A) = 0 (5.4)

en voorn= 3:
−λ 3+Sp(A)λ 2−Sp(adj(A))λ +det(A) = 0 (5.5)

In het algemeen is det(A− λ In) een veelterm van graadn in λ . Immers, het is een som vann!
termen die elk, op het teken na, het product is vann elementen uit de matrix, waarvan er geen twee
op eenzelfde rij of kolom staan. Bijgevolg zijn er hiervan ten hoogsten van de vormaii −λ .
We noemen deze veelterm dekarakteristieke veelterm van de lineaire afbeeldingf (of van de
matrixA). Van de coëfficiënten van deze veelterm kunnen we er enkele expliciet opschrijven:

PA(λ ) = det(A−λ In) = (−1)nλ n+(−1)n−1Sp(A)λ n−1+ · · ·−Sp(adj(A))λ +det(A) (5.6)
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De karakteristieke veelterm van een lineaire afbeeldingf hangt niet af van de gekozen basis. Met
andere woorden:

Stelling 5.1.4. Als A en B de matrices zijn van een lineaire afbeelding f tenopzichte van twee
verschillende basissen van V, dan is PA = PB.

Bewijs. We kunnen dit ook rechtstreeks bewijzen: uit Stelling 2.6.3van volume I van deze cursus
volgt dat B = MAM−1, waarbij M, de overgangsmatrix tussen de twee basissen, een reguliere
matrix is. Dan is

PB(λ ) = det(MAM−1−λ In) = det(M)det(A−λ In)det(M)−1 = PA(λ )

Als λ ∈ K een eigenwaarde is van de lineaire afbeeldingf , dan zijn de bijhorende eigenvectoren
de niet-nulle oplossingen van de vergelijking

f (~u) = λ~u

De verzameling van de eigenvectoren is dus Ker( f −λ1V)\{~0}. Dit is geen deelruimte vanV!
Als we een basisE vanV kiezen, kunnen we de voorwaarde om een eigenvector te zijn schrijven
met coördinaten en wordt deze

AX = λX.

Dit is een homogeen stelsel lineaire vergelijkingen, en de oplossing is nu een deelruimte vanKn.

Algoritme 5.1.5. Om de eigenwaarden en eigenvectoren van een vierkante matrix A te vinden
gaan we als volgt te werk:

1. Bepaal de wortelsλ van de karakteristieke vergelijking

PA(λ ) = det(A−λ In) = 0

2. Voor elke wortelλ lossen we het lineair stelsel

AX = λX

op.

Als n groot wordt, dan is dit algoritme in de praktijk niet handig.Men kan dan numerieke tech-
nieken ontwikkelen om de eigenwaarden en eigenvectoren te bepalen. We verwijzen hier naar de
cursus “Numerieke algoritmen”.
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5.2 Diagonalisatie van een vierkante matrix

Laten we terugkeren naar ons oorspronkelijk probleem: kunnen we een basis vanV vinden waarin
de matrix vanf diagonaal is? Hiertoe moet deze basis bestaan uit eigenvectoren vanf . Onder-
stel dat we een stel eigenvectoren hebben. De volgende stelling vertelt ons wanneer deze lineair
onafhankelijk zijn.

Stelling 5.2.1.Onderstel dat~u1, . . . ,~uk eigenvectoren zijn van een lineaire afbeelding f: V →V
met eigenwaardenλ1, . . . ,λk die twee aan twee verschillend zijn. Dan zijn de vectoren~u1, . . . ,~uk

lineair onafhankelijk.

Bewijs. Onderstel dat de vectoren~u1, . . . ,~uk lineair afhankelijk zijn. Dan is één van de vectoren~us

een lineaire combinatie van de vorige:

~us=
s−1

∑
i=1

αi~ui (5.7)

Neem voorsde kleinst mogelijke index waarvoor~us een lineaire combinatie van de vorige vectoren
~u1, . . . ,~us−1 is. Uit (5.7) volgt dat

f (~us) =
s−1

∑
i=1

αi f (~ui)

of

λs~us=
s−1

∑
i=1

αiλi~ui (5.8)

Vermenigvuldig (5.7) metλs en trek hiervan (5.8) af. Dan volgt dat

~0=
s−1

∑
i=1

αi(λs−λi)~ui (5.9)

Omdatλs 6= λi is hierin tenminste een coëfficiëntαi(λs−λi) 6=0. Dus is het stel vectoren~u1, . . . ,~us−1

lineair afhankelijk, en dit is strijdig met de minimaliteitvans.

De karakteristieke vergelijkingPA(λ ) = 0 is een veeltermvergelijking van graadn. Indien deze
n verschillende wortels heeft, dan zijn de bijhorende eigenvectoren lineair onafhankelijk, en dan
vormen deze een basis vanV. Dan hebben we een basis van eigenvectoren, en dus isA diagonali-
seerbaar.

Voorbeeld 5.2.2.Beschouw de matrix

A=




2 −2 3

0 3 −2

0 −1 2




Dan is
det(A) = 8, Sp(A) = 7, Sp(adj(A)) = 14
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en dus is de karakteristieke vergelijking

−λ 3+7λ 2−14λ +8= 0

De wortels hiervan zijnλ1 = 1,λ2 = 2 enλ3 = 4. Bijhorende eigenvectoren zijn

X1 =



−1

1

1


 , X2 =




1

0

0


 , X3 =




7

−4

2




Deze vormen een basis, en de matrixA is dus diagonaliseerbaar.

Als we werken over de complexe getallen, dan is de karakteristieke veelterm steeds te schrijven
als een product van lineaire factoren (cf. cursus “Ingenieursvaardigheden”). Als we werken over
de reële getallen, dan kan het zijn dat de karakteristieke vergelijking niet volledig te ontbinden is.
De matrixA is dan niet diagonaliseerbaar.

Voorbeeld 5.2.3.Beschouw de matrix

A=

(
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)

Dit is de matrix van een rotatie over een hoekθ . De karakteristieke vergelijking
∣∣∣∣∣
cosθ −λ −sinθ

sinθ cosθ −λ

∣∣∣∣∣= 0

wordt nu
(cosθ −λ )2+sin2 θ = 0

en deze heeft geen reële wortels, tenzijθ = kπ . Meetkundig is dit trouwens duidelijk: als we
het vlak draaien over een hoek die geen veelvoud vanπ is, dan wordt geen enkele vector in een
veelvoud van zichzelf omgezet.
Indien we werken over de complexe getallen, dan heeft de karakteristieke vergelijking wel wortels:

cosθ −λ =∓i sinθ

of
λ = cosθ ± i sinθ = e±iθ

De eigenvectoren behorende bij de eigenwaardeeiθ worden gevonden uit het stelsel
{

cosθx−sinθy = cosθx+ i sinθx
sinθx+cosθy = cosθy+ i sinθy

of
−y= ix
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De oplossingen zijn dus de veelvouden van de vector(1,−i). We hebben inderdaad dat
(

cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)(
1

−i

)
=

(
cosθ + i sinθ

sinθ − i cosθ

)
= eiθ

(
1

−i

)

De eigenvectoren behorende bij de eigenwaardee−iθ zijn de veelvouden van de vector(1, i) (veri-
fieer dit zelf).

De lezer zou nu kunnen denken dat overC elke matrix diagonaliseerbaar is. Immers, overC is
elke veelterm te ontbinden in lineaire factoren. Er is echter nog een andere moeilijkheid: het zou
kunnen dat de karakteristieke veelterm eenmeervoudigewortel heeft.
Herhaal datα ∈C een wortel is van de veeltermP metmultipliciteit mals weP kunnen ontbinden
tot

P(X) = (X−α)mQ(X)

metQ(α) 6= 0.
Onderstel nu datλ een wortel is van de karakteristieke vergelijking met multipliciteit m> 1. Indien
de dimensied van de deelruimte van de eigenvectoren (samen met de nulvector) behorende bijλ
ook m is, dan is er geen probleem: bij de eigenwaardeλ horen danm lineaire onafhankelijke
eigenvectoren. We zullen hierna bewijzen dat steeds geldt dat d ≤ m. Hierbij is het wel mogelijk
datd < m, zoals blijkt uit het volgend voorbeeld.

Voorbeeld 5.2.4.Beschouw de matrix

A=

(
1 1

0 1

)

De karakteristieke vergelijking is nu
(1−λ )2 = 0

enλ = 1 is een dubbele wortel. De eigenvectoren zijn de oplossingen van het stelsel
{

x+y = x
y = y

De eigenvectoren zijn dus de veelvouden van(1,0), en deze vormen een deelruimte van dimensie
1. We kunnen dus besluiten dat de matrixA niet kan gediagonaliseerd worden, zelfs niet als we
hem als een complexe matrix beschouwen.

Stelling 5.2.5.Alsλ een wortel is met multipliciteit m van de karakteristieke vergelijking Pf (X) =
0 van een lineaire afbeelding f: V →V, dan geldt voor de ruimteKer( f −λ1V) van eigenvectoren
behorende bijλ dat

dim(Ker( f −λ1V))≤ m

Bewijs. Onderstel dat{~v1, . . . ,~vd} een basis is van Ker( f − λ1V). Vul deze aan tot een basis
{~v1, . . . ,~vd,~vd+1, . . . ,~vn} vanV. Ten opzichte van deze basis is de matrix vanf van de vorm

(
λ Id B

0 C

)
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waarbijC een vierkante(n−d)× (n−d)-matrix is. Hieruit volgt dat

Pf (X) = (λ −X)dPC(X)

en dus isλ een wortel van de karakteristieke vergelijking met multipliciteit tenminsted, zodat
d ≤ m.

Hoe weten we of een matrixA al dan niet kan gediagonaliseerd worden? In de praktijk kan men
natuurlijk altijd de eigenwaarden en eigenvectoren uitrekenen en kijken of men voldoende lineair
onafhankelijk eigenvectoren heeft. In het volgende hoofdstuk zullen we aantonen dat een reële
symmetrische matrix (en meer algemeen een complexe hermitische matrix) steeds te diagonalise-
ren is.
Uit het bovenstaande voorbeeld weten we dat niet elke matrixdiagonaliseerbaar is, zelfs niet over
de complexe getallen. In deze paragraaf behandelen we het volgende probleem: kunnen we voor
een lineaire afbeeldingf : V →V (V eindigdimensionaal) een basis vinden zodanig dat de matrix
van f tenopzichte van deze basis een bovendriehoeksmatrix wordt? We zullen zien dat dit over de
complexe getallen steeds het geval is.

Stelling 5.2.6. Onderstel dat f: V → V een lineaire afbeelding is. Dan bestaat er een basis
van V tenopzichte waarvan de matrix van f een bovendriehoeksmatrix is als en slechts als de
karakteristieke veelterm Pf kan ontbonden worden als een product van lineaire factoren overK.

Bewijs. Eén implicatie is triviaal vermits de karakteristieke veelterm mag berekend worden in de
basis waarin we een bovendriehoeksmatrix hebben.

We zullen de andere implicatie bewijzen per inductie op de dimensie vanV. Indien dim(V) = 1,
dan is de stelling triviaal. Onderstel dat de stelling waar is voor dim(V) = n. Het volstaat dan om
de stelling te bewijzen voor dim(V) = n+1.
Neem een wortelα van de karakteristieke veeltermPf , en een bijhorende eigenvector~v0, zodat

f (~v0) = α~v0

Vul {~v0} aan tot een basis{~v0,~w1, . . . ,~wn} vanV, en schrijfW = vect{~w1, . . . ,~wn}. Dan is

V = vect{~v0}⊕W

We noterenp1 : V →K~v0 en p2 : V →W voor de projecties vanV opK~v0 enW. Voor elke~v∈V
geldt dan dat

~v= p1(~v)+ p2(~v) (5.10)

Bekijk nu de afbeeldingg : W →W gedefinieerd door

g : W
f|W−→V

p2−→W

De matrix vanf ten opzichte van{~v0,~w1, . . . ,~wn} is van de vorm



α a01 a02 · · · a0n

0 a11 a12 · · · a1n
...

...
...

...

0 an1 an2 · · · ann
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en de matrix vang tenopzichte van{~w1, . . . ,~wn} is dan




a11 a12 · · · a1n
...

...
...

an1 an2 · · · ann




Hieruit volgt ook dat
Pf (λ ) = (α −λ )Pg(λ )

Ook Pg kan dus volledig ontbonden worden in lineaire factoren. We kunnen de inductiehypothese
toepassen opW, en er bestaat een basis{~v1, . . . ,~vn} vanW waarin de matrix vang een bovendrie-
hoeksmatrix is: 



b11 b12 · · · b1n

0 b22 · · · b2n
...

...
...

0 0 · · · bnn




Dit betekent dat voorr = 1,2, . . . ,n:

g(~vr) = p2( f (~vr)) =
r

∑
i=1

bir~vi

en dus is

f (~vr) = p1( f (~vr))+ p2( f (~vr)) = b0r~v0+
r

∑
i=1

bir~vi

waarbij web0r~v0 noteerden voorp1( f (~vr)). De matrix vanf tenopzichte van de basis{~v0,~v1, . . . ,~vn}
is nu 



α b01 b02 · · · b0n

0 b11 b12 · · · b1n

0 0 b22 · · · b2n
...

...
...

...

0 0 0 · · · bnn




en dit is een bovendriehoeksmatrix.

Gevolg 5.2.7.Onderstel dat V een eindigdimensionale complexe vectorruimte is. Voor elke line-
aire afbeelding f: V →V kan een basis van V gevonden worden tenopzichte waarvan de matrix
van f een bovendriehoeksmatrix is.

Bewijs. Dit volgt onmiddellijk uit stelling 5.2.6 en de grondstelling van de algebra.

Men kan zich nu afvragen in hoeverre men dit resultaat kan verbeteren, met in het achterhoofd het
volgend idee: hoe meer nullen in de matrix van een lineaire afbeelding, hoe beter. Zonder bewijs
vermelden we volgend resultaat:
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Stelling 5.2.8.Onderstel dat V een eindigdimensionale complexe vectorruimte is. Voor elke line-
aire afbeelding f: V →V kan een basis E van V gevonden worden tenopzichte waarvan dematrix
van f de volgende vorm aanneemt:

[ f ]E,E =




B1 0 · · · 0

0 B2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · Bn




Hierin stelt0 steeds de nulmatrix voor, en is Bi een matrix van de vorm

Bi =




λi 1 0 · · · 0 0

0 λi 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · λi 1

0 0 0 · · · 0 λi




Men noemt dit deJordanvorm, en men noemt de Bi deJordanblokken.

5.3 De stelling van Cayley-Hamilton

Beschouw een veelterm
P(X) = a0+a1X+ · · ·+anXn

met reële of complexe coëfficiënten. We kunnen hierinX vervangen door een reëel of complex
getalx, en zo krijgen we deveeltermfunctie

P : K→K : x 7→ P(x)

Evengoed kunnen weX vervangen door een vierkante matrix. Het resultaat is dan opnieuw een
vierkante matrix.

Voorbeeld 5.3.1.Voor P(X) = X2−X+1 en

A=

(
1 1

0 1

)

vinden we

P(A) =

(
1 1

0 1

)2

−
(

1 1

0 1

)
+

(
1 0

0 1

)
=

(
1 1

0 1

)
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Merk op dat de constante term in de veelterm in feite vervangen wordt door deze term maal de
eenheidsmatrix. We kunnen zelfsX vervangen door een lineaire afbeeldingf , als we overeen-
komen omXn te vervangen doorf ◦ f ◦ · · · ◦ f (n keer). De gewone rekenregels blijven geldig,
bijvoorbeeld, indien een veeltermP(X) kan gefactorizeerd worden alsP(X) = M(X)N(X), dan
geldt voor elke vierkante matrixA datP(A) = M(A)N(A).
Onderstel nu datA een vierkante matrix is, en datA een diagonaalmatrix is:

A=




λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · λn




De karakteristieke veelterm vanA is dan

PA(X) = (λ1−X)(λ2−X) · · ·(λn−X)

Het is nu gemakkelijk in te zien dat
PA(A) = 0

met andere woorden de matrixA voldoet aan zijn eigen karakteristieke vergelijking. De stelling
van Cayley-Hamilton vertelt ons dat elke matrix voldoet aanzijn karakteristieke vergelijking.

Stelling 5.3.2. Onderstel dat V een eindigdimensionale vectorruimte is, endat f : V → V een
lineaire afbeelding is met karakteristieke veelterm Pf . Dan is Pf ( f ) = 0.

Bewijs. Het volstaat om de formule aan te tonen voor de matrix van de lineaire afbeeldingf ten
opzichte van een welgekozen basis. Immers,Pf = PA alsA de matrix vanf is in eender welke basis
vanV. Het volstaat verder om de stelling te bewijzen voor complexe vectorruimten, aangezien elke
reële matrix ook beschouwd kan worden als een complexe matrix.
Onderstel dus datV een complexe vectorruimte is, en kies een basisE = {~v1,~v2, . . . ,~vn} vanV
waarin de matrix vanf een bovendriehoeksmatrix is (stelling 5.2.7):

[ f ]E,E = A=




a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n
...

...
...

0 0 · · · ann




De karakteristieke veelterm vanf is nu

Pf (X) = (a11−X)(a22−X) · · ·(ann−X)

Stel
Vi = vect{~v1,~v2, . . . ,~vi}

dan hebben we dat
{~0}=V0 ⊂V1 ⊂V2 ⊂ ·· · ⊂Vn =V
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en
dim(Vi) = i

Bovendien geldt datf (Vi)⊂Vi , immers, voorj ≤ i geldt dat

f (~v j) =
j

∑
k=1

ak j~vk ∈Vj ⊂Vi

We beweren nu dat
(aii1V − f )(~x) ∈Vi−1 voor~x∈Vi (5.11)

Schrijf~x=~y+α~vi , waarbij~y∈Vi−1 enα ∈K. Dan is

(aii 1V − f )(~y) = aii~y− f (~y) ∈Vi−1

en

(aii1V − f )(α~vi) = αaii~vi −α
i

∑
k=1

aki~vk

= −α
i−1

∑
k=1

aki~vk ∈Vi−1

en (5.11) volgt.
Neem nu~x∈V =Vn. Dan geldt achtereenvolgens

(ann1V − f )(~x) ∈ Vn−1

(an−1,n−11V − f )
(
(ann1V − f )(~x)

)
∈ Vn−2

...

(a111V − f )◦ · · · ◦ (an−1,n−11V − f )◦ (ann1V − f )(~x) ∈ V0 = {~0}

en dus geldt voor elke~x∈V dat

Pf ( f )(~x) = (a111V − f )◦ · · · ◦ (an−1,n−11V − f )◦ (ann1V − f )(~x) =~0

zodatPf ( f ) = 0, en dit bewijst de stelling van Cayley-Hamilton.
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Hoofdstuk 6

Euclidische ruimten

In de voorgaande hoofdstukken hebben we gezien hoe we de begrippen rechte en vlak uit de klas-
sieke vlakke en driedimensionale meetkunde konden veralgemenen tot het begrip lineaire variëteit
in een willekeurige vectorruimte. Het begrip evenwijdigheid werd eveneens gedefinieerd, maar
tot nu toe zwegen we over begrippen als loodrechte stand, hoek en lengte. Om deze te kunnen
beschrijven moet onze vectorruimte uitgerust zijn met een rijkere structuur. Het zal blijken dat de
theorie voor reële en complexe vectorruimten verschillend is; in dit hoofdstuk behandelen we het
reële geval, het complexe geval is voor het volgend hoofdstuk.

6.1 Inwendige producten

In dit hoofdstuk zijn alle vectorruimten reële vectorruimten.

Definitie 6.1.1. Neem een rëele vectorruimte E. Een afbeelding

b : E×E−→R

wordt eeninwendig product(Eng. inner product) genoemd indien b volgende eigenschappen bezit:

1. b isbilineair

b(α~x+β~y,~z) = αb(~x,~z)+βb(~y,~z) (6.1)

b(~x,α~y+β~z) = αb(~x,~y)+βb(~x,~z)

voor alleα,β ∈ R en~x,~y,~z∈ E;

2. b issymmetrisch
b(~x,~y) = b(~y,~x) (6.2)

voor alle~x,~y∈ E;
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3. b ispositief definiet
~x 6=~0 =⇒ b(~x,~x)> 0 (6.3)

We zullen dikwijls volgende notatie gebruiken:

b(~x,~y) = 〈~x,~y〉

Soms spreken we ook kortweg over eeninproduct.

Een rëele vectorruimte E die uitgerust is met een inwendig product〈·, ·〉 wordt eenEuclidische
ruimte (Eng. Euclidean space, inner product space) genoemd.

Voorbeelden 6.1.2.1) NeemE = Rn, en definieer een inwendig productb als volgt:

b(~x,~y) =~x ·~y=
n

∑
i=1

xiyi

voor~x=(x1,x2, . . . ,xn), ~y= (y1,y2, . . . ,yn). Het gewone scalair product opRn is dus een voorbeeld
van een inwendig product. Er zijn echter vele andere voorbeelden.

2) Kies a,b,c ∈ R zodatb2− ac< 0 ena,c > 0. OpR2 kunnen we dan een inwendig product
definieren als volgt.

〈(x,y),(x′,y′)〉= axx′+b(xy′+yx′)+cyy′

Ga zelf na dat voldaan is aan de eigenschappen (6.1), (6.2), (6.3).

3) OpE = C [a,b] = { f : [a,b]→ R | f continu} kunnen we het volgende inwendig product de-
finiëren:

〈 f ,g〉=
∫ b

a
f (x)g(x)dx

Verifieer zelf dat〈·, ·〉 een inwendig product is.

De norm van een vector

Bekijken we even voorbeeld 1 in het gevaln= 2. De lengte van een vector~x= (x1,x2) wordt dan
gegeven door de formule

‖~x‖=
√

x2
1+x2

2

(zie bijvoorbeeld [5, Hoofdstuk 1]). De volgende definitie is op deze formule geı̈nspireerd.

Definitie 6.1.3. Beschouw een Euclidische ruimte E. De lengte ofnorm van~x∈ E wordt gegeven
door de formule

‖~x‖=
√
〈~x,~x〉

Deafstandtussen de vectoren~x en~y wordt gegeven door de formule

d(~x,~y) = ‖~x−~y‖
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We zullen nu enkele elementaire eigenschappen van de norm bewijzen; deze zijn allemaal veral-
gemeningen van corresponderende eigenschappen inR

2 of Rn.

Stelling 6.1.4. (ongelijkheid van Cauchy-Schwarz)
Voor elk koppel vectoren~x, ~y in een Euclidische ruimte E geldt dat

|〈~x,~y〉| ≤ ‖~x‖‖~y‖ (6.4)

Bewijs. Als ~x =~0 of ~y =~0 dan is de formule triviaal. We kunnen dus onderstellen dat beide
vectoren verschillend van nul zijn. Voor elkeα, β ∈ R geldt dat

0 ≤ 〈α~x−β~y,α~x−β~y〉
= α2〈~x,~x〉−2αβ 〈~x,~y〉+β 2〈~y,~y〉

Neem nu
α = ‖~y‖2 enβ = 〈~x,~y〉

dan volgt dat
‖~y‖4‖~x‖2−2‖~y‖2〈~x,~y〉2+‖~y‖2〈~x,~y〉2 ≥ 0

en
〈~x,~y〉2 ≤ ‖~y‖2‖~x‖2

Stelling 6.1.5.Neem een Euclidische ruimte E. De norm‖·‖ voldoet aan de volgende eigenschap-
pen, voor alle~x,~y∈ E enα ∈ R.

1. ‖~x‖= 0 ⇐⇒ ~x=~0;

2. ‖α~x‖= |α|‖~x‖;

3. ‖~x+~y‖ ≤ ‖~x‖+‖~y‖.

Deze laatste eigenschap wordt ook dedriehoeksongelijkheidgenoemd.

Bewijs. Bewijs 1) en 2) zelf als oefening. 3) volgt uit de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz:

‖~x+~y‖2 = 〈~x+~y,~x+~y〉
= ‖~x‖2+2〈~x,~y〉+‖~y‖2 (6.5)

≤ ‖~x‖2+2‖~x‖‖~y‖+‖~y‖2

= (‖~x‖+‖~y‖)2

Opmerking 6.1.6. Een reële of complexe vectorruimteE die uitgerust is met een functie

‖ · ‖ : E−→R
+ : ~x 7−→ ‖~x‖

die voldoet aan de drie eigenschappen uit stelling 6.1.5 wordt eengenormeerde ruimtegenoemd.
Stelling 6.1.5 vertelt ons dus dat elke Euclidische ruimte een genormeerde ruimte is.
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Volgend eenvoudig lemma zullen we later nog veel gebruiken.

Lemma 6.1.7.Zij ~x en~y twee vectoren in een Euclidische ruimte E. Indien voor elke~z∈ E geldt
dat 〈~x,~z〉= 〈~y,~z〉, dan geldt~x=~y.

Bewijs. Indien voor elke~z∈ E geldt dat〈~x,~z〉= 〈~y,~z〉, hebben we ook

∀~z∈ E:〈~x−~y,~z〉= 0

In het bijzonder geldt dan〈~x−~y,~x−~y〉= 0 of ‖~x−~y‖= 0. Uit Stelling 6.1.5 volgt dan dat~x−~y=~0
en dus~x=~y.

Stelling 6.1.8. (parallellogramregel)
In een Euclidische ruimte E geldt volgende eigenschap, voorelke~x,~y∈ E.

‖~x+~y‖2+‖~x−~y‖2 = 2‖~x‖2+2‖~y‖2 (6.6)

Bewijs. Uit (6.5) volgt
2〈~x,~y〉= ‖~x+~y‖2−‖~x‖2−‖~y‖2 (6.7)

en

−2〈~x,~y〉= ‖~x−~y‖2−‖~x‖2−‖~y‖2 (6.8)

Optellen van deze twee formules geeft (6.6).

Orthogonale vectoren

In de Euclidische ruimteR2 zijn twee vectoren~x en~y orthogonaal als hun scalair product~x·~y= 0.
De hoekθ tussen twee vectoren~x en~y wordt er gegeven door de formule

cosθ =
~x ·~y

‖~x‖‖~y‖

We nemen deze eigenschap als definitie voor een willekeurigeEuclidische ruimte.

Definitie 6.1.9. Twee vectoren~x en~y in een Euclidische ruimte E wordenorthogonaalgenoemd
indien

〈~x,~y〉= 0

We noteren dit als volgt:
~x⊥~y

We zeggen ook dat~x loodrechtstaat op~y.

De hoekθ tussen~x en~y wordt gegeven door de formule

cosθ =
〈~x,~y〉
‖~x‖‖~y‖ .
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Gevolg 6.1.10. (stelling van Pythagoras)
Voor twee vectoren~x en~y in een Euclidische ruimte E geldt

~x⊥~y =⇒ ‖~x+~y‖2 = ‖~x‖2+‖~y‖2

Bewijs. Dit volgt onmiddellijk uit formule (6.5)

Lemma 6.1.11.Zij E een Euclidische ruimte. Een vector van E die loodrecht staat op alle vectoren
van E moet noodzakelijk de nulvector zijn.

Bewijs. Merk op dat voor elke~z∈ E geldt dat〈~0,~z〉= 0 (waarom?) en pas lemma 6.1.7 toe.

Gevolg 6.1.12.Zij E een Euclidische ruimte. Een vector van E die loodrecht staat op alle vectoren
van een basis van E moet noodzakelijk de nulvector zijn.

Bewijs. Door de bilineariteit van het inwendig product staat zo een vector loodrecht op alle vecto-
ren vanE. Pas nu vorig lemma toe.

6.2 Orthonormale basissen

We werken in een Euclidische ruimteE.

Definitie 6.2.1. Een stel van nul verschillende vectoren{~e1,~e2, . . .} (eindig of aftelbaar) in een
Euclidische ruimte E wordtorthogonaalgenoemd indien~ei ⊥~ej zodra i 6= j. We noemen het stel
orthonormaalindien bovendien geldt dat‖~ei‖= 1 voor elke i.

Merk op dat een rij vectoren~e1,~e2, . . . ,~en, . . . orthonormaal is als voor elkei en j geldt

〈~ei ,~ej〉= δi j

Stelling 6.2.2. Een eindig stel niet-nulle orthogonale vectoren{~e1,~e2, . . . ,~en} is steeds lineair
onafhankelijk.

Bewijs. Onderstel dat
α1~e1+α2~e2+ · · ·+αn~en =~0

Neem het inwendig product met~ei , voor een willekeurigei. Dan volgt

αi〈~ei ,~ei〉= 0

en dus isαi = 0.

Definitie 6.2.3.Als een basis van E bestaat uit een stel orthogonale (orthonormale) vectoren, dan
noemen we deze basis eenorthogonale (orthonormale) basis.
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We zullen nu bewijzen dat elke eindigdimensionale Euclidische ruimte een orthonormale basis
heeft. Een aftelbare rij vectoren~x1,~x2, . . . ,~xn, . . . is per definitielineair onafhankelijk als elke
eindige deelrij lineair onafhankelijk is.

Stelling 6.2.4. (orthogonalisatieproćedé van Gram-Schmidt)Onderstel dat

~x1,~x2, . . . ,~xn, . . .

een eindig of aftelbaar stel lineair onafhankelijke vectoren is in een Euclidische ruimte E. Dan
bestaat er een orthonormale rij vectoren

~e1,~e2, . . . ,~en, . . .

zodat voor elke m geldt dat

vect{~e1,~e2, . . . ,~em}= vect{~x1,~x2, . . . ,~xm} (6.9)

Bewijs. We construeren eerst een rij orthogonale vectoren

~b1,~b2, . . . ,~bn, . . .

waarvoor (6.9) geldt. We doen dit per inductie opm.
m= 1: neem~b1 =~x1.
Onderstel nu dat~b1,~b2, . . . ,~bm geconstrueerd zijn en voldoen aan (6.9), en schrijf

~bm+1 =~xm+1+
m

∑
i=1

αi~bi

Dan geldt dat

vect{~b1,~b2, . . . ,~bm,~bm+1} = vect{~b1,~b2, . . . ,~bm,~xm+1}
= vect{~x1,~x2, . . . ,~xm,~xm+1}

Hieruit volgt in het bijzonder dat{~b1,~b2, . . . ,~bm,~bm+1} lineair onafhankelijk is, want de dimensie
van de voortgebrachte ruimte ism+1. Hieruit volgt ook dat~bm+1 6=~0.
De coëfficiëntenα1, . . . ,αm worden nu zo gekozen dat voorj = 1, . . . ,m:

~bm+1 ⊥~b j

of
〈~bm+1,~b j〉= 〈~xm+1,~b j〉+α j〈~b j ,~b j〉= 0

Het volstaat om

α j =−〈~xm+1,~b j〉
〈~b j ,~b j〉

te kiezen.
Om de rij vectoren orthonormaal te maken stellen we tenslotte

~ej =
~b j

‖~b j‖
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Gevolg 6.2.5.Elke eindigdimensionale Euclidische ruimte heeft een orthonormale basis.

Bewijs. We weten dat elke eindigdimensionale vectorruimte een basis heeft. Gebruik het Gram-
Schmidt procédé om deze om te vormen tot een orthonormale basis.

Onderstel dat{~e1,~e2, . . . ,~en} een orthonormale basis is van een Euclidische ruimteE. Het inwen-
dig product kan nu gemakkelijk uitgerekend worden: voor

~a=
n

∑
i=1

αi~ei , ~b=
n

∑
i=1

βi~ei

hebben we

〈~a,~b〉 = 〈
n

∑
i=1

αi~ei ,
n

∑
j=1

β j~ej〉

=
n

∑
i=1

n

∑
j=1

αiβ j〈~ei ,~ej〉

=
n

∑
i=1

n

∑
j=1

αiβ jδi j

=
n

∑
i=1

αiβi

Gevolg 6.2.6.Onderstel dat E een n-dimensionale Euclidische ruimte is. Dan bestaat er een
isomorfisme f: E → Rn dat het inwendig product in E omzet in het standaard inwendigproduct
opRn.

Bewijs. Neem een orthonormale basis vanE, en neem voorf de afbeelding die een vector afbeeldt
op de coördinaten ten opzichte van deze orthonormale basis.

Het orthogonaal complement van een deelruimte

Definitie 6.2.7. Neem een Euclidische ruimte E, en X⊂ E. De verzameling

X⊥ = {~y∈ E | ∀~x∈ X:~y⊥~x}

noemen we hetorthogonaal complementvan de verzameling X

Stelling 6.2.8.X⊥ is een deelruimte van E.

Bewijs. Onderstel~y,~z∈ X⊥. Voor alleα,β ∈ R en voor elke~x∈ X geldt dat

〈α~y+β~z,~x〉= α〈~y,~x〉+β 〈~z,~x〉= 0

en dus isα~y+β~z∈ X⊥.
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Stelling 6.2.9.Onderstel dat E een Euclidische ruimte is, en dat F een eindigdimensionale deel-
ruimte is. Dan geldt

E = F ⊕F⊥

We zeggen dat E de orthogonale directe som is van F en F⊥.

Bewijs. We moeten eerst bewijzen datF ∩F⊥ = {~0}. Dit gaat als volgt:

~x∈ F ∩F⊥ =⇒ ~x⊥~x

=⇒ 〈~x,~x〉= 0

=⇒ ~x=~0

We zullen nu aantonen datE = F +F⊥. Uit stelling 6.2.5 weten we datF een orthonormale basis
{~f1, ~f2, . . . , ~fm} heeft. Neem~x∈ E en stel

~y=
m

∑
i=1

〈~x, ~fi〉~fi ∈ F

en
~z=~x−~y

Voor j = 1, . . . ,m hebben we nu dat

〈~f j ,~z〉 = 〈~f j ,~x〉−
m

∑
i=1

〈~x, ~fi〉〈~fi, ~f j〉

= 〈~f j ,~x〉−
m

∑
i=1

〈~x, ~fi〉δi j = 0

zodat~z∈ F⊥. We hebben dus bewezen dat~x=~y+~z met~y∈ F en~z∈ F⊥.

We merken op (zonder bewijs) dat stelling 6.2.9 niet altijd geldig is indienF oneindigdimensionaal
is.
Voor F eindigdimensionaal kunnen we deprojectie

p : E−→F : ~x 7→
m

∑
i=1

〈~x,~fi〉~fi

beschouwen. We noemen deze deorthogonale projectie van E op F. De afstand d(~x,F) van
~x∈ E tot F is per definitie

d(~x,F) = ‖~x− p(~x)‖ (6.10)

Laten we aantonen dat dit een zinnige definitie is:

Stelling 6.2.10.Onderstel dat F een eindigdimensionale deelruimte is van een Euclidische ruimte
E, en~x∈ E. Dan is

d(~x,F) = min{‖~x−~f ‖ : ~f ∈ F}
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Bewijs. Neem~x∈ E. Voor elke~f ∈ F geldt:

‖~x−~f‖2 = ‖~x− p(~x)+ p(~x)−~f‖2

= ‖~x− p(~x)‖2+‖p(~x)−~f‖2

≥ ‖~x− p(~x)‖2

Hierbij maakten we gebruik van de stelling van Pythagoras, gecombineerd met het feit dat

~x− p(~x)⊥ p(~x)−~f

Voor een verzamelingX ⊂ E kunnen we het orthogonale complement van het orthogonale com-
plement bekijken:

X⊥⊥ = (X⊥)⊥

Hiervoor geldt de volgende eigenschap.

Stelling 6.2.11.Voor elke deelverzameling X van een Euclidische ruimte E geldt

X ⊂ X⊥⊥

Bewijs. Als~x∈ X, dan geldt voor elke~y∈ X⊥ dat~x⊥~y zodat~x∈ X⊥⊥.

Stelling 6.2.12.Als F een eindigdimensionale deelruimte is van een Euclidische ruimte E, dan is
F = F⊥⊥.

Bewijs. We weten reeds datF ⊂ F⊥⊥. Neem~x∈ F⊥⊥, en schrijf

~x=~y+~z

met~y∈ F, ~z∈ F⊥ (cf. stelling 6.2.9). Nu geldt

〈~x,~z〉= 0

aangezien~z∈ F⊥ en~x∈ F⊥⊥. We hebben ook

〈~y,~z〉= 0

aangezien~y∈ F en~z∈ F⊥. Als we deze twee eigenschappen combineren vinden we dat

〈~z,~z〉= 〈~x,~z〉−〈~y,~z〉= 0

en dus moet~z=~0. Maar dan is~x=~y∈ F.
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6.3 Toegevoegde lineaire afbeeldingen

We nemen twee eindigdimensionale Euclidische ruimten, metorthonormale basissen

E = {~e1, . . . ,~en} voor E

F = {~f1, . . . , ~fm} voor F

De matrixA = [ f ]F ,E van een lineaire afbeeldingf : E → F kan geschreven worden in termen
van het inwendig product. Immers, voor elkei ∈ {1, . . . ,n} hebben we

f (~ei) =
m

∑
k=1

aki~fk

en dus, voor elkej ∈ {1, . . . ,m}:

〈 f (~ei),~f j〉= 〈
m

∑
k=1

aki~fk, ~f j〉=
m

∑
k=1

akiδk j = a ji (6.11)

Deze formule is ondermeer nuttig in het bewijs van de volgende stelling:

Stelling 6.3.1.Zij f : E → F een lineaire afbeelding tussen twee eindigdimensionale Euclidische
ruimten E en F. Er bestaat dan een unieke lineaire afbeeldingf † : F → E waarvoor geldt

〈 f (~x),~y〉= 〈~x, f †(~y)〉 (6.12)

voor elke~x∈ E en~y∈ F. Als A= [ f ]F ,E de matrix is van f ten opzichte van twee orthonormale
basissenE enF , dan is

[ f †]E ,F = At , (6.13)

de getransponeerde van de matrix A. We noemen f† detoegevoegdevan f .

Bewijs. We bewijzen eerst het bestaan van de afbeeldingf †. Zoals hierboven nemen we orthonor-
male basissen voorE enF, en we definiërenf † door (6.13). Als we (6.11) toepassen opf †, dan
vinden we

〈 f †(~f j),~ei〉= a ji (6.14)

en, als we (6.11) en (6.14) vergelijken:

〈 f (~ei), ~f j〉= 〈~ei , f †(~f j)〉 (6.15)

(6.12) volgt nu gemakkelijk uit de lineariteit vanf en f †: voor~x=∑n
i=1 αi~ei ∈E en~y=∑m

j=1β j~f j ∈
F hebben we namelijk

〈 f (~x),~y〉 =
n

∑
i=1

m

∑
j=1

αiβ j〈 f (~ei),~f j〉

=
n

∑
i=1

m

∑
j=1

αiβ j〈~ei , f †(~f j)〉

= 〈~x, f †(~y)〉
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De uniciteit wordt bewezen als volgt: onderstel datf † : F → E voldoet aan (6.12). Kies orthonor-
male basissenE enF , zoals hierboven. Uit (6.12) volgt onmiddellijk dat

〈 f (~ei), ~f j〉= 〈~ei , f †(~f j)〉

en dus, als we (6.11) toepassen opf en f †:

[ f †]E ,F = [ f ]tF ,E

en de matrix vanf †, en a fortiori f †, is dus volledig bepaald.

Gevolg 6.3.2.Voor een lineaire afbeelding f: E → F hebben we

f †† = f

Bewijs. Stel [ f ]F ,E = A. De matrix vanf †† is danAtt = A, en het gestelde volgt.

Een afbeeldingf : E → E heetzelftoegevoegdindien f = f †. Uit stelling 6.3.1 volgt dat een
lineaire afbeelding zelftoegevoegd is als de matrix van dielineaire afbeeldingsymmetrisch is,
d.w.z. ai j = a ji voor elk koppel indicesi en j. Voor een zelftoegevoegde lineaire afbeeldingf
geldt dus dat

〈 f (~x),~y〉= 〈~x, f (~y)〉
voor alle~x,~y∈ E.

6.4 Orthogonale lineaire afbeeldingen

Definitie 6.4.1.Een lineaire afbeelding f: E → E van een Euclidische ruimte naar zichzelf wordt
orthogonaalgenoemd als

‖ f (~x)‖= ‖~x‖
voor elke~x∈ E.

Stelling 6.4.2.Een lineaire afbeelding f: E → E is orthogonaal als en alleen als

〈 f (~x), f (~y)〉= 〈~x,~y〉

voor alle~x,~y∈ E.

Bewijs. Een implicatie is triviaal, en de tweede volgt uit (6.7).

Stelling 6.4.3.Een orthogonale lineaire afbeelding f: E → E is steeds injectief. Indien E eindig-
dimensionaal is, dan is f bijectief.

Bewijs. Als f (~x) =~0, dan is‖ f (~x)‖= ‖~x‖= 0, en dus~x=~0.
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Vanaf nu beperken we ons tot de situatie waarinE eindigdimensionaal is. In dat geval is de inverse
van de orthogonale lineaire afbeeldingf gelijk aan de toegevoegdef †.

Stelling 6.4.4. Onderstel f: E → E lineair, met E een eindigdimensionale Euclidische ruimte.
Dan geldt

f is orthogonaal⇐⇒ f †◦ f = 1E

Bewijs. Onderstel datf orthogonaal is. Dan geldt voor alle~x,~y∈ E

〈( f †◦ f )(~x),~y〉= 〈 f (~x), f (~y)〉= 〈~x,~y〉

zodat f †◦ f = 1E.
Omgekeerd, indienf †◦ f = 1E, dan hebben we voor elke~x,~y∈ E

〈~x,~y〉= 〈( f †◦ f )(~x),~y〉= 〈 f (~x), f (~y)〉

en dus isf orthogonaal.

Gevolg 6.4.5.Als f : E → E orthogonaal is, dan is ook f† orthogonaal.

We kunnen orthogonale lineaire afbeeldingen ook nog karakteriseren met behulp van orthonormale
basissen.

Stelling 6.4.6.Een lineaire afbeelding f: E → E is orthogonaal als en alleen als f orthonormale
basissen omzet in orthonormale basissen.

Bewijs. Uit definitie 6.4.1 en stelling 6.4.2 volgt onmiddellijk datf orthonormale basissen omzet
in orthonormale basissen. Onderstel dat{~e1, . . . ,~en} een orthonormale basis is vanE, en dat ook
{ f (~e1), . . . , f (~en)} een orthonormale basis is. Neem~x= ∑n

i=1αi~ei ∈ E. Dan is

‖ f (~x)‖2 = ‖
n

∑
i=1

αi f (~ei)‖2

=
n

∑
i=1

α2
i

= ‖~x‖2

en dus isf orthogonaal.

Een vierkante matrixA wordt eenorthogonale matrix genoemd als de lineaire afbeeldingRn →
Rn : X 7→ AX, waarbijRn uitgerust is met het standaard inwendig product, orthogonaal is. Uit
6.4.4, 6.4.5 en 6.4.6 volgt nu onmiddellijk:

Gevolg 6.4.7.Voor een n×n-matrix A zijn volgende eigenschappen equivalent.

1. A is orthogonaal;
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2. A−1 = At ;

3. de kolommen van A vormen een orthonormale basis vanR
n;

4. de rijen van A vormen een orthonormale basis vanRn.

R
n is hier uitgerust met het standaard inwendig product.

Gevolg 6.4.8.Voor een orthogonale matrix A geldt datdet(A) =±1.

Bewijs. 1= det(AAt) = det(A)det(At) = det(A)2.

Voorbeelden 6.4.9.De matrices

(
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)
en




1√
2

1√
3

1√
6

1√
2

− 1√
3

− 1√
6

0 1√
3

−
√

2√
3




zijn orthogonaal.

Orthogonale transformaties vanR

Onderstel dat
A= (a) ∈ M11(R) = R

orthogonaal is. Uit 6.4.7 volgt dat{a} een orthonormale basis vanR moet zijn, en dus isa=±1.
Er zijn dus juist twee orthogonale transformaties vanR. Stel nu

V = {x∈ R | ax= x}

V is de verzameling derdekpunten (of fixpunten) van de orthogonale transformatie met matrix
A, enV is een deelruimte vanR. Als a = 1, dan isV = R, en dim(V) = 1. Als a = −1, dan is
V = {0}, en dim(V) = 0.

Orthogonale transformaties vanR2

Onderstel dat

A=

(
a c

b d

)
∈ M22(R)

orthogonaal is. Uit 6.4.7 volgt dat
{(a

b

)
,

(
c

d

)}
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een orthonormale basis is. Dus is

a2+b2 = 1 en c2+d2 = 1

en we kunnen schrijven

a= cosθ , b= sinθ , c= sinψ, d = cosψ

Uit de orthogonaliteit van de twee kolommen volgt

ac+bd= cosθ sinψ +sinθ cosψ = sin(θ +ψ) = 0

en dus isθ +ψ = 0 of θ +ψ = π .
Eerste geval: ψ =−θ . In dit geval is

A=

(
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)

de matrix van een rotatie rond de oorsprong over de hoekθ . Merk op dat in dit geval det(A) = 1.
Tweede geval: ψ = π −θ . In dit geval is

A=

(
cosθ sinθ

sinθ −cosθ

)

de matrix van de orthogonale spiegeling ten opzichte van de rechte door de oorsprong die een hoek
θ/2 insluit met dex-as. Merk op dat in dit geval det(A) =−1.
We kunnen de orthogonale transformaties ook klasseren volgens de dimensie van de ruimte der
dekpuntenV. Als A een rotatie voorstelt om een hoekθ 6= 0, dan is dim(V) = 0. Als A een
spiegeling voorstelt, dan is dim(V) = 1. Als A de eenheidsmatrix is (d.i. een rotatie over hoek 0),
dan is dim(V) = 2.

Stelling 6.4.10.Er zijn twee soorten orthogonale transformaties vanR2: rotaties rond de oor-
sprong (deze hebben determinant1), en spiegelingen ten opzichte van rechten door de oorsprong
(deze hebben determinant−1).

Orthogonale transformaties vanR3

Beschouw een orthogonale lineaire afbeeldingf : R3 →R3, en neem

V = {X ∈ R
3 | f (X) = X}

V is de deelruimte behorende bij de eigenwaarde 1, of nog,V is de verzameling van de dekpunten
van de lineaire transformatief . Er zijn nu vier mogelijke gevallen: dimV = 0,1,2 of 3.

Eerste geval: dimV = 3. Dan is f de identiteit, enA= I3. In dit geval is det( f ) = 1.
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Tweede geval: dimV = 2. Neem een orthonormale basis{F1,F2} vanV. Vul deze aan tot een
basis{F1,F2,X3} vanR3, en zet deze met behulp van het Gram-Schmidt procédé om toteen or-
thonormale basis{F1,F2,F3}. Dan staatf (F3) loodrecht opf (F1) = F1 en f (F2) = F2. Dus moet
f (F3) = λF3, en aangezien‖ f (F3)‖= ‖F3‖= 1 is λ =±1. λ = 1 is onmogelijk, wantF3 is geen
dekpunt, en dus isf (F3) =−F3. De matrix vanf ten opzichte van de basis{F1,F2,F3} is dus




1 0 0

0 1 0

0 0 −1




en f is de orthogonale spiegeling ten opzichte van het vlak doorF1 enF2. In dit geval is det( f ) =
−1.

Derde geval: dimV = 1. StelV = vect{F1}, met‖F1‖ = 1. Vul {F1} aan tot een orthonormale
basis{F1,F2,F3} vanR3. StelW = vect{F2}⊕vect{F3}. Omdat f (F2) ⊥ f (F1) = F1, is f (F2) ∈
W. Op dezelfde manier volgt datf (F3) ∈W, en dus is de beperking vanf tot W een orthogonale
transformatie vanW:

f|W : W →W

f|W heeft bij onderstelling slechts één dekpunt, de oorsprong, en dus isf|W een rotatie in hetF2-
F3-vlak rond de oorsprong over een hoekθ . De matrix vanf ten opzichte van de basis{F1,F2,F3}
is nu 


1 0 0

0 cosθ −sinθ

0 sinθ cosθ




f is dus een rotatie rond de as vect{F1}. In dit geval is det( f ) = 1.

Vierde geval: dimV = 0. f heeft dus geen niet-triviale dekpunten. De karakteristieke veeltermPf

van f is van graad 3, en heeft dus minstens een reëel nulpunt.f heeft dus een eigenvectorF1 met
een reële eigenwaardeλ .

f (F1) = λF1

Omdat‖ f (F1)‖ = ‖F1‖ moet |λ | = 1. λ = 1 is niet mogelijk, wantf heeft geen niet-triviale
dekpunten, en dus isλ =−1, en

f (F1) =−F1

Zorg ervoor datF1 lengte 1 heeft, en vul{F1} aan tot een orthonormale basis{F1,F2,F3} vanR3.
StelW = vect{F2}⊕vect{F3}. Net zoals in het vorige geval is de beperkingf|W een orthogonale
transformatie vanW zonder dekpunten.f|W is dus een rotatie in hetF2-F3-vlak rond de oorsprong
over een hoekθ . De matrix vanf ten opzichte van de basis{F1,F2,F3} is nu



−1 0 0

0 cosθ −sinθ

0 sinθ cosθ
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f is dus een rotatie rond de as vect{F1}, gevolgd door een spiegeling om het vlak doorF2 enF3.
In dit geval is det( f ) =−1.
In de volgende stelling vatten we onze resultaten samen:

Stelling 6.4.11.Onderstel dat f: R
3 → R

3 een orthogonale transformatie is, en neem voor V de
verzameling van de dekpunten van f . Er zijn dan vier mogelijkheden.

1. dimV = 3. Dan is f de identieke afbeelding.

2. dimV = 2. Dan is f de orthogonale spiegeling ten opzichte van een vlakdoor de oorsprong.

3. dimV = 1. Dan is f een rotatie rond een rechte door de oorsprong.

4. dimV = 0. Dan is f een rotatie rond een rechte door de oorsprong, gevolgd door de spiege-
ling ten opzichte van het vlak door de oorsprong loodrecht opdeze rechte.

6.5 Volume en vectorieel product

Georiënteerde Euclidische ruimten

Onderstel datE een eindigdimensionale ruimte is. Kies een vaste orthonormale basis

B= {~e1,~e2, . . . ,~en}

vanE. In het vervolg zal de volgorde van de basisvectoren een rol spelen. We noemen een basis
A = {~a1,~a2, . . . ,~an} positief georïenteerd indien de overgangsmatrix bij overgang van basisB
naar basisA een positieve determinant heeft. Indien deze determinant negatief is, dan noemen we
A eennegatief georïenteerde basis. De ruimteE wordt georiënteerd door het vastleggen van een
positief georiënteerde basis.
In R2 kiest men de positieve basis{~e1,~e2} gewoonlijk als volgt: als men de vector~e1 op de kortst
mogelijk manier draait tot in~e2, dan draait men in tegenwijzerzin.
In R3 is de conventie de volgende: als men de duim van een rechterhand in de~e1-richting laat
wijzen, en de wijsvinger in de~e2-richting, dan wijst de middelvinger in de~e3-richting. Deze regel
staat bekend als derechterhandregel.
Merk op dat de oriëntatie van een basis verandert als men twee vectoren van de basis met elkaar
verwisselt.

Het georiënteerde volume in een Euclidische ruimte

Neem twee vectoren(a,b) en(c,d) in R2. Het is welbekend dat de oppervlakte van het parallello-
gram opgespannen door deze twee vectoren gegeven wordt doorde formule

±S=

∣∣∣∣∣
a c

b d

∣∣∣∣∣ (6.16)
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We veralgemenen (6.16) formeel totn-dimensionale Euclidische ruimten, en komen zo tot de vol-
gende definitie.

Definitie 6.5.1.Onderstel dat~a1,~a2, . . . ,~an vectoren zijn in een n-dimensionale georiënteerde vec-
torruimte E. Als

(a1i ,a2i , . . . ,ani)

de cöordinaten zijn van~ai ten opzichte van een positief georiënteerde orthonormale basis B=
{~e1,~e2, . . . ,~en}, dan noemen we

voln(~a1,~a2, . . . ,~an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

hetgeorïenteerd volumevan het hyperparallellepipedum opgespannen door de vectoren
~a1,~a2, . . . ,~an.

Is dit wel een goede definitie? Eerst zullen we aantonen dat dedefinitie onafhankelijk is van de
gekozen georiënteerde basisB, en daarna zullen we aantonen dat de definitie overeenstemt met ons
intuı̈tief idee over oppervlakte en volume.

Stelling 6.5.2. Definitie 6.5.1 is onafhankelijk van de keuze van de georiënteerde orthonormale
basis B van E.

Bewijs. Onderstel datC= {~f1, ~f2, . . . , ~fn} een andere positief georiënteerde basis vanE is, en dat
M de overgangsmatrix bij overgang van de basisB naar de basisC is. OmdatB enC orthonormale
basissen zijn, isM een orthogonale matrix, zodat det(M) = ±1. OmdatB enC allebei positief
georiënteerd zijn, is det(M) = 1. Uit hoofdstuk 2 weten we dat

A′
i = [~ai ]C = M[~ai]B = MAi

Hieruit volgt dat

det(A′
1 A′

2 · · · A′
n) = det(MA1 MA2 · · · MAn)

= det(M)det(A1 A2 · · · An)

= det(A1 A2 · · · An)

en dit is net wat we wilden bewijzen.

We zullen nu aantonen dat definitie 6.5.1 overeenstemt met ons intuı̈tief idee over oppervlakte en
volume. Herhaal uit het lager onderwijs dat de oppervlakte van een parallellogram het product is
van de basis en de hoogte van het parallellogram. We kunnen deze formule herschrijven als volgt:
onderstel dat het parallellogram wordt opgespannen door devectoren~a en~b, en beschouw~a als
de basis van het parallellogram. De hoogte is dan niets anders dan de afstand d(~b,V) van~b tot de

30



vectorruimteV voortgebracht door de vector~a.
Een analoge eigenschap geldt voor het volume van een parallellepipedum opgespannen door drie
vectoren~a,~b,~c ∈ R3: het volume is de oppervlakte van het parallellogram opgespannen door de
vectoren~a en~b en de hoogte van het parallellepipedum. De hoogte van het parallellepipedum is in
feite de afstand d(~c,V) van~c tot de vectorruimteV voortgebracht door de vectoren~a en~b.
We zullen nu aantonen dat deze eigenschap volgt uit definitie6.5.1.

Stelling 6.5.3. Beschouw een n-tal vectoren{~a1,~a2, . . . ,~an} in een n-dimensionale Euclidische
ruimte E, en stel V= vect{~a2,~a3, . . . ,~an}. Dan geldt dat

|voln(~a1,~a2, . . . ,~an)|= d(~a1,V)|voln−1(~a2,~a3, . . . ,~an)|

Bewijs. Als de vectoren{~a1,~a2, . . . ,~an} lineair afhankelijk zijn, dan zijn beide leden nul, en is de
stelling bewezen (ga dit zelf na). We kunnen dus onderstellen dat{~a1,~a2, . . . ,~an} een basis vanE
is, en{~a2,~a3, . . . ,~an} een basis vanV. Uit stelling 6.5.2 volgt dat we vrij een positief georiënteerde
basis vanE mogen kiezen om volumes te berekenen. We doen dit als volgt: neem een orthonormale
basis{~e2,~e3, . . . ,~en} van V, en vul deze aan tot een positief georiënteerde orthonormale basis
{~e1,~e2, . . . ,~en} van E. Dan hebben we, met dezelfde notaties als hierboven voor de coördinaten
van de vectoren~ai:

d(~a1,V) = |a11|
De~e1-componenten van de vectoren~a2,~a3, . . . ,~an zijn nul, zodat

|voln(~a1,~a2, . . . ,~an)| = |

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 · · · 0

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|

= |a11||

∣∣∣∣∣∣∣

a22 · · · a2n
...

...

an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
|

= d(~a1,V)|voln−1(~a2,~a3, . . . ,~an)|

De determinant krijgt dus nu een meetkundige betekenis: bekijk de kolommen van de matrixA
als vectoren inRn met de standaardbasis als positief georiënteerde basis. De determinant vanA is
dan het volume van het hyperparallellepipedum opgespannendoor de kolommen vanA vermenig-
vuldigd met plus of min 1 alnaargelang de kolommen vanA een positief of negatief georiënteerde
basis vanRn vormen; indien rg(A) < n, dan is de determinant 0 en is er geen discussie over het
teken.
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Het vectorieel product

We werken nu in een driedimensionale georiënteerde Euclidische ruimteE. Neem een positief
georiënteerde orthonormale basis{~e1,~e2,~e3}.

Definitie 6.5.4. Het vectorieel productvan twee vectoren~a = a1~e1+a2~e2+a3~e3 en~b = b1~e1+
b2~e2+b3~e3 is de vector

~c=~a×~b=

∣∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣
(6.17)

Formule (6.17) moet als volgt gelezen worden: vergeet even dat er vectoren in de determinant
staan, ontwikkel de determinant naar de eerste rij, en interpreteer dan opnieuw de elementen van
de eerste rij in de determinant als de drie basisvectoren. (6.17) kan dus herschreven worden als
volgt:

~a×~b= (a2b3−a3b2)~e1+(a3b1−a1b3)~e2+(a1b2−a2b1)~e3 (6.18)

Formule (6.17) is natuurlijk gemakkelijker om te onthouden. Als~a�~b, dan is~a×~b=~0. Indien~a
en~b niet evenwijdig zijn, dan hebben we volgende eigenschap.

Stelling 6.5.5.Onderstel dat de vectoren~a en~b niet evenwijdig zijn. Het vectorieel product~c=
~a×~b is de unieke vector met de volgende eigenschappen:

1. ~c⊥~a en~c⊥~b;

2. ‖~c‖ is de oppervlakte van het parallellogram opgespannen door~a en~b;

3. {~a,~b,~c} is een positief georiënteerde basis van E.

Bewijs. We schrijven
~c=~a×~b= c1~e1+c2~e2+c3~e3

Dan is

〈~a,~c〉=

∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣
= 0

zodat~c⊥~a. Op dezelfde manier zien we dat~c⊥~b, en dit bewijst de eerste uitspraak. Laten we nu
aantonen dat

|Opp(~a,~b)|= ‖~c‖=
√

c2
1+c2

2+c2
3

De vector

~u=
1
‖~c‖~c

32



is een eenheidsvector die loodrecht staat op het parallellogram dat opgespannen wordt door~a en
~b. Dus is

|Opp(~a,~b)| = |Vol(~u,~a,~b)|

=
1
‖~c‖

∣∣∣∣∣∣∣

c1 c2 c3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣

=
1
‖~c‖(c

2
1+c2

2+c2
3)

= ‖~c‖

Dit bewijst onze tweede uitspraak. We hebben ook dat
∣∣∣∣∣∣∣

c1 c2 c3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣
= c2

1+c2
2+c2

3 > 0

zodat{~a,~b,~c} een positief georiënteerde basis is.
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Hoofdstuk 7

Prehilbertruimten

7.1 Prehilbertruimten

Hilbert inwendige producten

In dit hoofdstuk zijn alle vectorruimtencomplexevectorruimten. Om de gedachten te vestigen
bekijken weC als vectorruimte over zichzelf. Laten we trachten om een inwendig product

b : C×C→ C

te definiëren. Het ligt voor de hand om volgende formule te proberen:

b(z1,z2) = z1z2 (7.1)

Dit werkt echter niet, omdatb(z,z) niet noodzakelijk een positief reëel getal is. Met deze definitie
kunnen we dus niet de lengte van een complex getal definiëren. Daarom passen we de definitie een
beetje aan: we schrijven

b(z1,z2) = z1z2 (7.2)

Herinner dat het complex toegevoegdez van een complex getalz= x+ iy gegeven wordt door de
formulez= x− iy. We krijgen dus dat

b(z,z) = zz= (x+ iy)(x− iy) = x2+y2 > 0

alsz 6= 0. Merk op dat het inwendig product gegeven door de formule (7.2) niet bilineair en niet
symmetrisch is. Wel hebben we de eigenschappen

b(z1,z2) = b(z2,z1)

en

b(αz1,z2) = αb(z1,z2)

b(z1,αz2) = αb(z1,z2)

We inspireren ons hierop bij de volgende definitie:
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Definitie 7.1.1. Neem een complexe vectorruimte H. Een afbeelding

b : H ×H−→C

wordt eenHilbert inwendig productgenoemd indien b volgende eigenschappen bezit:

1. b issesquilineair

b(α~x+β~y,~z) = αb(~x,~z)+βb(~y,~z) (7.3)

b(~x,α~y+β~z) = αb(~x,~y)+βb(~x,~z)

voor alleα,β ∈ C en~x,~y,~z∈ H;

2. b istoegevoegd symmetrisch
b(~x,~y) = b(~y,~x) (7.4)

voor alle~x,~y∈ H;

3. b ispositief definiet
~x 6=~0 =⇒ b(~x,~x) ∈ R

+
0 (7.5)

Net zoals in het voorgaand hoofdstuk zullen we dikwijls volgende notatie gebruiken:

b(~x,~y) = 〈~x,~y〉

Een complexe vectorruimte E die uitgerust is met een Hilbertinwendig product〈·, ·〉 wordt een
prehilbertruimtegenoemd.

Voorbeeld 7.1.2.NeemH = Cn, en definieer een Hilbert inwendig product〈·, ·〉 als volgt:

〈~w,~z〉=
n

∑
i=1

wizi

voor ~w= (w1,w2, . . . ,wn), ~z= (z1,z2, . . . ,zn). We noemen dit hetstandaard inwendig product
opCn.

De norm van een vector en de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz

Definitie 7.1.3.Beschouw een prehilbertruimte H. Delengteofnorm van~z∈H wordt gedefinieerd
door de formule

‖~z‖=
√

〈~z,~z〉
Deafstandtussen de vectoren~w en~z wordt gegeven door de formule

d(~w,~z) = ‖~w−~z‖

De meeste eigenschappen uit het voorgaand hoofdstuk kunnenveralgemeend worden tot prehil-
bertruimten. We behandelen enkele van deze eigenschappen
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Stelling 7.1.4. (ongelijkheid van Cauchy-Schwarz)
Voor elk koppel vectoren~w, ~z in een prehilbertruimte H geldt dat

|〈~w,~z〉| ≤ ‖~w‖‖~z‖ (7.6)

Bewijs. Als ~w =~0 of~z=~0 dan is de formule triviaal. We kunnen dus onderstellen dat beide
vectoren verschillend van nul zijn. Voor elkeα,β ∈ C geldt dat

0 ≤ 〈α~w−β~z,α~w−β~z〉
= αα〈~w,~w〉−αβ 〈~w,~z〉−αβ 〈~z,~w〉+ββ〈~z,~z〉

Neem nu
α = ‖~z‖2 enβ = 〈~w,~z〉

dan volgt dat

‖~z‖4‖~w‖2−‖~z‖2〈~z,~w〉〈~w,~z〉−‖~z‖2〈~w,~z〉〈~z,~w〉+‖~z‖2〈~w,~z〉〈~z,~w〉 ≥ 0

en
|〈~w,~z〉|2 ≤ ‖~w‖2‖~z‖2

Stelling 7.1.5.Neem een prehilbertruimte H. De norm‖ · ‖ voldoet aan de volgende eigenschap-
pen, voor alle~w,~z∈ H enα ∈ C.

1. ‖~z‖= 0 ⇐⇒ ~z=~0;

2. ‖α~z‖= |α|‖~z‖;

3. ‖~w+~z‖ ≤ ‖~w‖+‖~z‖.

Een prehilbertruimte is dus een genormeerde ruimte.

Bewijs. Oefening.

Orthonormale basissen

We werken in een prehilbertruimteH. Twee vectoren~w en~z wordenorthogonaal genoemd als
hun inwendig product〈~w,~z〉= 0. Een stel van nul verschillende vectoren{~e1,~e2, . . .} (eindig of af-
telbaar) wordtorthogonaalgenoemd indien~ei ⊥~ej zodrai 6= j. We noemen het stel orthonormaal
indien bovendien geldt dat‖~ei‖ = 1 voor elkei. Een eindig stel orthogonale vectoren is steeds
lineair onafhankelijk. Een basis vanH die bestaat uit een stel orthogonale (orthonormale) vectoren
wordt eenorthogonale (orthonormale) basisgenoemd.
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Stelling 7.1.6. Het orthogonalisatieproćedé van Gram-SchmidtOnderstel dat

~x1,~x2, . . . ,~xn, . . .

een eindig of aftelbaar stel lineair onafhankelijke vectoren is in een prehilbertruimte H. Dan
bestaat er een orthonormale rij vectoren

~e1,~e2, . . . ,~en, . . .

zodat voor elke m geldt dat

vect{~e1,~e2, . . . ,~em}= vect{~x1,~x2, . . . ,~xm}

Bewijs. Het bewijs is volledig hetzelfde als het bewijs van stelling6.2.4.

Gevolg 7.1.7.Elke eindigdimensionale prehilbertruimte heeft een orthonormale basis.

Het orthogonaal complement van een deelverzameling

Neem een prehilbertruimteH, enX ⊂ H. De verzameling

X⊥ = {~y∈ H | ∀~x∈ X:~y⊥~x}

noemen we hetorthogonaal complementvan de verzamelingX. Net zoals in het voorgaand
hoofdstuk kunnen we gemakkelijk bewijzen datX⊥ een deelruimte vanH is.

Stelling 7.1.8. Onderstel dat H een prehilbertruimte is, en dat F een eindigdimensionale deel-
ruimte is. Dan geldt

H = F ⊕F⊥

We zeggen dat H deorthogonale directe somis van F en F⊥.

Bewijs. Het bewijs is analoog met het bewijs van stelling 6.2.9. Verifieer zelf de details.

7.2 Hermitische en unitaire lineaire afbeeldingen

De hermitsch toegevoegde van een lineaire afbeelding

We nemen twee eindigdimensionale prehilbertruimten, met orthonormale basissen

E = {~e1, . . . ,~en} voor H

F = {~f1, . . . ,~fm} voor K

Voor een lineaire afbeeldingf : H → K met matrixA= [ f ]F ,E geldt, net zoals in het Euclidisch
geval (zie (6.11)):

〈 f (~ei),~f j〉= a ji (7.7)
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Stelling 7.2.1. Zij f : H → K een lineaire afbeelding tussen twee eindigdimensionale Prehil-
bertruimten H en K. Er bestaat dan een unieke lineaire afbeelding f† : K → H waarvoor geldt

〈 f (~x),~y〉= 〈~x, f †(~y)〉 (7.8)

voor elke~x∈ H en~y∈ K. Als A= [ f ]F ,E de matrix is van f tenopzichte van twee orthonormale
basissenE enF , dan is

[ f †]E ,F = A
t

(7.9)

de complex toegevoegde van de getransponeerde van de matrixA. We noemen f† de hermitisch
toegevoegdevan f .

Bewijs. Het bewijs verloopt analoog aan dat van stelling 6.3.1. We definiëren f † : K → H door
(7.9). Als we (7.7) toepassen opf en f †, vinden we

〈 f (~ei),~f j〉 = a ji

〈 f †(~f j),~ei〉 = aji

〈~ei , f †(~f j)〉 = a ji

en dus
〈 f (~ei), ~f j〉= 〈~ei , f †(~f j)〉

De rest van het bewijs is identiek aan dat van stelling 6.3.1.

We noteren vanaf nuA† = A
t

voor een matrixA. Merk op datA†† = A, en dus ookf †† = f , voor
elke lineaire afbeeldingf .

Hermitische lineaire afbeeldingen

Een afbeeldingf : H → H heethermitisch indien f = f †. Uit stelling 7.2.1 volgt dat een lineaire
afbeelding hermitisch is als de matrix van die lineaire afbeeldinghermitisch is, d.w.z. ai j = a ji

voor elk koppel indicesi en j.

Unitaire lineaire afbeeldingen

Een unitaire lineaire afbeelding tussen prehilbertruimten wordt gedefinieerd zoals een orthogonale
lineaire afbeelding tussen Euclidische ruimten.

Definitie 7.2.2. Een lineaire afbeelding f: H → H van een prehilbertruimte naar zichzelf wordt
unitair genoemd als

‖ f (~x)‖= ‖~x‖
voor elke~x∈ H.
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Unitaire lineaire afbeeldingen hebben dezelfde eigenschappen als orthogonale lineaire afbeeldin-
gen, en ook de bewijzen zijn nagenoeg identiek. We sommen hierna de voornaamste eigenschap-
pen op, en laten de details aan de lezer.

Stelling 7.2.3.Een lineaire afbeelding f: H → H is unitair als en alleen als

〈 f (~x), f (~y)〉= 〈~x,~y〉

voor alle~x,~y∈ H. Een unitaire afbeelding is steeds injectief, en ze is steeds bijectief als H eindig-
dimensionaal is.

Stelling 7.2.4.Onderstel dat H een eindigdimensionale prehilbertruimte,en f : H → H lineair.
Dan zijn de volgende eigenschappen equivalent:

1. f is unitair;

2. f is bijectief en f−1 = f †;

3. f† is unitair;

4. f zet orthonormale basissen van H om in orthonormale basissen.

Een vierkante complexe matrixA wordt eenunitaire matrix genoemd als de lineaire afbeelding
C

n →C
n : Z 7→ AZ, waarbijCn uitgerust is met hetstandaard inwendig product, unitair is. Uit de

voorgaande stellingen volgt nu onmiddellijk:

Gevolg 7.2.5.Voor een complexe n×n-matrix A zijn volgende eigenschappen equivalent.

1. A is unitair;

2. A−1 = A†;

3. de kolommen van A vormen een orthonormale basis vanCn;

4. de rijen van A vormen een orthonormale basis vanCn.

Cn is hier uitgerust met het standaard inwendig product.

Gevolg 7.2.6.Voor een unitaire matrix A geldt datdet(A) = eiθ . De determinant van een unitaire
matrix A ligt dus op de eenheidscirkel in het complexe vlak.

Bewijs. Onderstel dat det(A) = reiθ . Dan is

det(A†) = re−iθ

en

det(A−1) =
1
r

e−iθ

zodatr = 1/r enr = 1. Dus is det(A) = eiθ .
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7.3 Diagonalisatie van hermitische en unitaire lineaire afbeel-
dingen

Diagonalisatie van hermitische lineaire afbeeldingen

In het hoofdstuk eigenwaarden en eigenvectoren hebben we alvermeld dat elke symmetrische
reële matrix kan gediagonaliseerd worden. We zullen dit nubewijzen. In het vervolg isH een
eindigdimensionale prehilbertruimte, enf : H → H een hermitische lineaire afbeelding.f heeft
dus volgende eigenschap

〈 f (~x),~y〉= 〈~x, f (~y)〉 (7.10)

voor elke~x,~y ∈ H. Vooraleer we het belangrijkste resultaat uit deze paragraaf, stelling 7.3.3,
bewijzen, hebben we eerst enkele lemma’s nodig.

Lemma 7.3.1.Alle eigenwaarden van een hermitische lineaire afbeeldingf : H → H zijn reëel.

Bewijs. Onderstel datλ een eigenwaarde is vanf , en dat~v een bijhorende eigenvector is. Gebruik
makend van (7.10) en het feit datf (~v) = λ~v vinden we

λ 〈~v,~v〉= 〈λ~v,~v〉= 〈 f (~v),~v〉
= 〈~v, f (~v)〉= 〈~v,λ~v〉= λ 〈~v,~v〉

Omdat~v 6=~0 volgt hieruit datλ = λ en dus isλ ∈ R.

Lemma 7.3.2. Beschouw een hermitische lineaire afbeelding f: H → H en onderstel dat een
deelruimte V van H invariant is onder f , dit wil zeggen dat f(V)⊂V. Dan is ook het orthogonaal
complement V⊥ invariant onder f , m.a.w. f(V⊥)⊂V⊥.

Bewijs. Neem~y∈V⊥. Dan geldt voor elke~x∈V dat

〈~x, f (~y)〉= 〈 f (~x),~y〉= 0

aangezienf (~x) ∈V en~y∈V⊥. Hieruit volgt dat f (~y) ∈V⊥, en dit bewijst het lemma.

Stelling 7.3.3. Voor elke hermitische lineaire afbeelding f: H → H bestaat een orthonormale
basis B van eigenvectoren van f . Tenopzichte van deze basis is de matrix van f een reële diago-
naalmatrix.

Bewijs. We zullen de stelling bewijzen per inductie op de dimensie van H. Voor dim(H) = 1 is de
stelling triviaal.
Onderstel dat de stelling waar is voor dim(H)< n. Beschouw eenn-dimensionale prehilbertruimte
H, en een hermitische afbeeldingf : H →H. Uit lemma 7.3.1 volgt dat de karakteristieke veelterm
Pf enkel reële wortels heeft. Neem één van deze wortelsλ , en neem een bijhorende eigenvector~e1.
Kies~e1 zo dat‖~e1‖= 1. StelV = C~e1. Omdat f (~e1) = λ~e1 is f (V)⊂V, en dus ookf (V⊥)⊂V⊥

(cf. lemma 7.3.2). Bekijk de afbeelding

g= f|V⊥ : V⊥ →V⊥
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Omdat dim(V⊥)=n−1 bestaat vanwege de inductiehypothese een orthonormale basis{~e2, . . . ,~en}
vanV⊥ bestaande uit eigenvectoren vang. ~e2, . . . ,~en zijn duidelijk ook eigenvectoren vanf , en
~e1 staat loodrecht op elk van de overige~ei (omdat~e1 ∈ V en~ej ∈ V⊥). {~e1,~e2, . . . ,~en} is dus een
orthonormale basis van eigenvectoren vanf .

Gevolg 7.3.4.Voor elke complexe hermitische matrix A bestaat een unitaire matrix M zodat
M†AM = D een rëele diagonaalmatrix is.

Bewijs. Uit stelling 7.3.3 weten we dat de matrix van de lineaire hermitische afbeeldingf : Cn →
Cn gegeven door linksvermenigvuldiging metA tenopzichte van een zekere orthonormale basis
vanCn een reële diagonaalmatrix is. De overgangsmatrixM is een unitaire matrix, enM† = M−1.
De eigenschap volgt dan uit de overgangsformules.

Bovenstaande resultaten gelden — mutatis mutandis — ook voor zelftoegevoegde lineaire afbeel-
dingen van een eindigdimensionale Euclidische ruimte naarzichzelf. Bewijs zelf volgende stelling.

Stelling 7.3.5.Onderstel dat E een eindigdimensionale Euclidische ruimteis, en dat f: E → E
een zelftoegevoegde lineaire afbeelding.

• alle eigenwaarden van f zijn reëel;

• als een deelruimte V van E invariant is onder f , dan is ook het orthogonaal complement V⊥

invariant;

• er bestaat een orthonormale basis van E bestaande uit eigenvectoren van f .

Voor elke rëele symmetrische matrix A bestaat een orthogonale matrix M zodat MtAM = D een
reële diagonaalmatrix is.

Diagonalisatie van commuterende hermitische afbeeldingen

Onderstel datV een eindigdimensionale vectorruimte is, en datf ,g : V →V twee lineaire afbeel-
dingen zijn. We stellen onszelf nu de volgende vraag: kunnenf eng gelijktijdig gediagonaliseerd
worden, m.a.w., bestaat er een basis vanV tenopzichte waarvan zowel de matrices vanf als vang
diagonaal worden? Uit de volgende stelling blijkt dat een nodige voorwaarde hiervoor is datf en
g commuteren.

Stelling 7.3.6.Onderstel dat V een eindigdimensionale reële of complexe vectorruimte is. Indien
er een basis E van V bestaat ten opzichte waarvan de matrices van f en g diagonaalmatrices zijn,
dan commuteren f en g, d.w.z.

f ◦g= g◦ f

Bewijs. Onderstel dat[ f ]E,E = D1 en [g]E,E = D2 diagonaalmatrices zijn. Omdat diagonaalmatri-
ces steeds commuteren (ga dit zelf na) hebben we

[g◦ f ]E,E = D2D1 = D1D2 = [ f ◦g]E,E
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en dus
g◦ f = f ◦g

Wanneer geldt ook de omgekeerde van stelling 7.3.6, m.a.w. wanneer kunnen commuterende li-
neaire afbeeldingen samen gediagonaliseerd worden? In de volgende stelling zullen we bewijzen
dat commuterende hermitische lineaire afbeeldingen in eenprehilbertruimte tezamen kunnen ge-
diagonaliseerd worden.

Stelling 7.3.7.Onderstel dat H een eindigdimensionale prehilbertruimte is, en dat f,g : H → H
twee commuterende hermitische lineaire afbeeldingen zijn. Dan bestaat er een orthonormale basis
van H waarin zowel de matrices van f als g reële diagonaalmatrices zijn.
Als A1 en A2 twee commuterende complexe hermitische matrices zijn, danbestaat er een unitaire
matrix M zodanig dat

M†A1M = D1 en M†A2M = D2

reële diagonaalmatrices zijn.

Bewijs. We bewijzen de stelling per inductie op dim(H). Voor dim(H) = 1 is de stelling triviaal.
Onderstel dat de stelling waar is voor dim(H)< n.
Onderstel dat dim(H) = n, en neem een eigenwaardeλ van f . We weten datλ ∈ R (cf. lemma
7.3.1). Beschouw de eigenruimte

V = {~v∈ H | f (~v) = λ~v}

Er zijn twee gevallen:
Eerste geval: dim(V) = n. Dan isV = H, en f = λ1H . De matrix vanf is dan diagonaal met
λ op de diagonaal tenopzichte van eender welke basis. Vanwegestelling 7.3.3 bestaat er een
orthonormale basisB zodat[g]B,B reëel en diagonaal is. Aangezien[ f ]B,B = λ In zijn f en g dus
samen diagonaliseerbaar.
Tweede geval: dim(V)< n. Omdat dim(V)> 0 (λ is een eigenwaarde) is ook 0< dim(V⊥)< n.
Verder hebben we

f (V)⊂V (7.11)

en dus ook
f (V⊥)⊂V⊥ (7.12)

(cf. lemma 7.3.2). We beweren nu dat ook

g(V)⊂V (7.13)

Neem~x∈V. Dan is
f (g(~x)) = g( f (~x)) = g(λ~x) = λg(~x)

en dus isg(~x) een eigenvector vanf met eigenwaardeλ . Dit impliceert datg(~x)∈V, en dit bewijst
(7.13). Uit (7.13) en lemma 7.3.1 volgt nu ook

g(V⊥)⊂V⊥ (7.14)
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Beschouw de afbeeldingen
f|V ,g|V : V →V

Dit zijn commuterende hermitische lineaire afbeeldingen,en aangezien dim(V) < n bestaat van-
wege de inductiehypothese een orthonormale basis{~e1, . . . ,~er} vanV tenopzichte waarvan de ma-
trices vanf|V eng|V reëel en diagonaal zijn. Eenzelfde redenering kunnen we toepassen op

f|V⊥,g|V⊥ : V⊥ →V⊥

Uit de inductiehypothese en het feit dat dim(V⊥)<nvolgt dat er een orthonormale basis{~er+1, . . . ,~en}
vanV⊥ bestaat tenopzichte waarvan de matrices vanf|V⊥ eng|V⊥ reëel en diagonaal zijn. De ma-
trices vanf eng tenopzichte van de basis{~e1, . . . ,~en} vanH zijn nu reëel en diagonaal. Dit bewijst
het eerste deel van de stelling; het tweede deel volgt er onmiddellijk uit.

Uiteraard geldt stelling 7.3.7 ook voor Euclidische ruimten. Verifieer zelf de details.

Stelling 7.3.8.Onderstel dat E een eindigdimensionale Euclidische ruimteis, en dat f,g : E → E
twee commuterende zelftoegevoegde lineaire afbeeldingenzijn. Dan bestaat er een orthonormale
basis van E waarin zowel de matrices van f als g reële diagonaalmatrices zijn.
Als A1 en A2 twee commuterende reële symmetrische matrices zijn, dan bestaat er een orthogonale
matrix M zodanig dat

MtA1M = D1 en MtA2M = D2

reële diagonaalmatrices zijn.

Diagonalisatie van unitaire afbeeldingen

We zullen nu aantonen dat er voor elke unitaire lineaire afbeelding een orthonormale basis van
eigenvectoren bestaat, en dat de eigenwaarden op de eenheidscirkel liggen. In het vervolg isH een
eindigdimensionale prehilbertruimte.

Lemma 7.3.9.Alle eigenwaarden van een unitaire lineaire afbeelding f: H →H zijn van de vorm
λ = eiθ , m.a.w. de eigenwaarden liggen op de eenheidscirkel in het complexe vlak.

Bewijs. Onderstel datλ een eigenwaarde is vanf , en dat~v een bijhorende eigenvector is. Dan
hebben we dat

〈~v,~v〉= 〈 f (~v), f (~v)〉= 〈λ~v,λ~v〉= λλ 〈~v,~v〉
en dus isλλ = 1, zodatλ op de eenheidscirkel ligt.

Stelling 7.3.10.Voor elke unitaire lineaire afbeelding f: H → H bestaat een orthonormale basis
B van eigenvectoren van f . Tenopzichte van deze basis is de matrix van f een diagonaalmatrix
met diagonaalelementen gelegen op de eenheidscirkel.
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Bewijs. We zullen de stelling bewijzen per inductie op de dimensie van H. Voor dim(H) = 1 is de
stelling triviaal.
Onderstel dat de stelling waar is voor dim(H)< n. Onderstel dat dim(H) = n en neemf : H → H
unitair. Neem een eigenwaardeλ , en neem een bijhorende eigenvector~e1. Kies~e1 zo dat‖~e1‖= 1.
StelV = C~e1. Omdat f (~e1) = λ~e1 is f (V)⊂V. We beweren nu dat ookf (V⊥)⊂V⊥.
Voor elke~x∈V geldt f (~x) = λ~x, zodat f †(~x) = λ−1~x. Neem~y∈V⊥. Voor elke~x∈V geldt dan

〈~x, f (~y)〉= 〈 f †(~x),~y〉= 〈λ−1~x,~y〉= λ−1〈~x,~y〉= 0

zodat f (~y) ∈V⊥.
Pas nu de inductiehypothese toe op de afbeelding

g= f|V⊥ : V⊥ →V⊥

Omdat dim(V⊥) = n−1 bestaat een orthonormale basis{~e2, . . . ,~en} vanV⊥ bestaande uit eigen-
vectoren vang. De vectoren~e2, . . . ,~en zijn duidelijk ook eigenvectoren vanf , en~e1 staat loodrecht
op elk van de overige~ei (omdat~e1 ∈ V en~ej ∈ V⊥). De verzameling{~e1,~e2, . . . ,~en} is dus een
orthonormale basis van eigenvectoren vanf .

7.4 Banachruimten en Hilbertruimten

We ronden dit hoofdstuk af met enkele definities. Deze zijn bedoeld ter informatie. We hebben
hierboven reeds impliciet de definitie van een genormeerde ruimte gezien. We herhalen deze voor
de volledigheid.

Definitie 7.4.1. Een rëele of complexe vectorruimte V uitgerust met een afbeelding

‖ · ‖ : V → R
+

wordt een genormeerde ruimte genoemd als voldaan is aan de volgende eigenschappen

1. ‖~x‖= 0 ⇐⇒ ~x=~0;

2. ‖α~x‖= |α|‖~x‖;

3. ‖~x+~y‖ ≤ ‖~x‖+‖~y‖.

voor alle~x,~y∈V enα ∈K.

We hebben reeds gezien dat elke Euclidische ruimte en elke prehilbertruimte een genormeerde
ruimte is. Uit volgend voorbeeld blijkt dat dit niet de enigevoorbeelden van genormeerde ruimten
zijn.

44



Voorbeeld 7.4.2.NeemV = Rn, en definieer een norm als volgt

‖(x1,x2, . . . ,xn)‖= max{|x1|, |x2|, . . . , |xn|}

Ga zelf na dat deze voldoet aan alle gewenste eigenschappen.Deze norm is echter niet afkomstig
van een inwendig product, en dit kunnen we als volgt zien : deze norm voldoet niet aan de pa-
rallellogramregel (ga dit zelf na voor bijvoorbeeld het eenheidsvierkant). Het grote voordeel van
deze norm tenopzichte van de Euclidische norm is dat hij eenvoudiger gedefinieerd is en in vele
situaties gemakkelijker te hanteren.

Definitie 7.4.3.Onderstel dat V,‖·‖ een genormeerde ruimte is, en beschouw een rij vectoren(~xn)
in V . We zeggen dat de rij(~xn)n naar~x convergeerten noteren

lim
n→∞

~xn =~x

indien
∀ε > 0, ∃N : n> N =⇒ ‖~xn−~x‖< ε

De rij (~xn) wordt eenCauchyrij genoemd indien

∀ε > 0, ∃N : n,m> N =⇒ ‖~xn−~xm‖< ε

In elke genormeerde ruimte geldt dat een convergente rij eenCauchyrij is. Het omgekeerde geldt
echter niet altijd, en vandaar volgende definitie:

Definitie 7.4.4. Een genormeerde ruimte wordtvolledig genoemd indien elke Cauchyrij in die
genormeerde ruimte convergeert. Een volledige genormeerde ruimte wordt ook eenBanachruimte
genoemd. Een volledige prehilbertruimte wordt ook eenHilbertruimte genoemd.
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Hoofdstuk 8

Isometrieën

8.1 Isometriëen

Isometrieën

Definitie 8.1.1. Onderstel dat E een Euclidische ruimte is. Een afbeelding g: E → E (niet nood-
zakelijk lineair) is eenisometrieals voor elke~x,~y∈ E geldt dat

‖g(~y)−g(~x)‖= ‖~y−~x‖

Een isometrie is dus een afbeelding die de afstand bewaart.

We zullen nu bewijzen dat een isometrie steeds te schrijven is als een orthogonale afbeelding
gevolgd door een verschuiving. Eerst bewijzen we het volgende lemma.

Lemma 8.1.2. Onderstel dat E eindigdimensionaal is, dat g: E → E een isometrie is, en dat
g(~0) =~0. Dan is g een orthogonale lineaire afbeelding.

Bewijs. Voor elke~x∈ E geldt

‖g(~x)‖= ‖g(~x)−g(~0)‖= ‖~x−~0‖= ‖~x‖

Uit (6.8) volgt nu ook dat

2〈~x,~y〉 = ‖~x‖2+‖~y‖2−‖~x−~y‖2

= ‖g(~x)‖2+‖g(~y)‖2−‖g(~x)−g(~y)‖2

= 2〈g(~x),g(~y)〉

voor elke~x,~y ∈ E. We hoeven dus enkel te bewijzen datg lineair is. Als {~e1,~e2, . . . ,~en} een
orthonormale basis is vanE, dan is dus ook{g(~e1),g(~e2), . . . ,g(~en)} een orthonormale basis. Voor
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elke~x,~y∈ E, α,β ∈ R en i ∈ {1, . . . ,n} hebben we nu

〈g(α~x+β~y)−αg(~x)−βg(~y),g(~ei)〉
= 〈g(α~x+β~y),g(~ei)〉−α〈g(~x),g(~ei)〉−β 〈g(~y),g(~ei)〉
= 〈α~x+β~y,~ei〉−α〈~x,~ei〉−β 〈~y,~ei〉
= 0

en dus is
g(α~x+β~y) = αg(~x)+βg(~y)

eng is lineair.

Stelling 8.1.3. Onderstel dat E een eindigdimensionale Euclidische ruimteis. Elke isometrie g
van E kan op unieke wijze geschreven worden als de samenstelling van een verschuiving en een
orthogonale lineaire afbeelding, meer bepaald

g(~x) = g(~0)+ f (~x)

voor elke~x∈ E. Hierbij is f een orthogonale lineaire afbeelding.

Bewijs. Definieer f door
f (~x) = g(~x)−g(~0)

f is dan nog steeds een isometrie (waarom?), enf (~0) =~0, zodatf een orthogonale lineaire afbeel-
ding is.
De uniciteit kunnen we als volgt aantonen: als

g(~x) =~a+ f1(~x)

dan volgt onmiddellijk dat~a= g(~0) en dus isf1(~x) = g(~x)−g(~0) = f (~x).

Vooraleer we de volgende eigenschap formuleren herhalen wenog eens de definitie van eengroep.
Dit is een verzamelingG, uitgerust met een bewerking∗ : G×G→ G : (a,b) 7→ a∗b, waarvoor
geldt:

1. ∗ is associatief:
(a∗b)∗c= a∗ (b∗c)

voor allea,b,c∈ G;

2. er is een neutraal elementevoor∗ in G: er bestaat eene∈ G zodat voor elkea∈ G geldt:

a∗e= e∗a= a

3. elk elementa in G heeft een invers: er bestaat eenb∈ G zodat

a∗b= b∗a= e
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Stelling 8.1.4.De verzameling van alle isometrieën van een eindigdimensionale Euclidische ruimte
E is een groep voor de samenstelling. De verzameling van alleorthogonale transformaties van E
is hiervan een deelgroep.

Bewijs. Het is duidelijk dat de samenstelling van twee isometrieënopnieuw een isometrie is. De
samenstelling van isometrieën is associatief (want de samenstelling van afbeeldingen is altijd as-
sociatief). De identieke afbeelding 1E bewaart de afstand en is dus een isometrie. Uit stelling 6.4.3
volgt dat elke orthogonale afbeelding bijectief is. Uit stelling 8.1.3 volgt dezelfde eigenschap voor
isometrieën: als

g(~x) = g(~0)+ f (~x)

waarbij f een orthogonale lineaire transformatie is, dan wordt de inverse van de isometrieg gege-
ven door de formule

g−1(~x) = f−1(~x)− f−1(g(~0))

Immers, voor elke~x∈ E hebben we

g−1(g(~x)) = f−1(g(~x))− f−1(g(~0))

= f−1(g(~x)−g(~0))

= f−1( f (~x)) =~x

en

g(g−1(~x)) = g( f−1(~x)− f−1(g(~0)))

= g(~0)+ f ( f−1(~x)− f−1(g(~0)))

= g(~0)+ f ( f−1(~x))− f ( f−1(g(~0)))

= g(~0)+~x−g(~0) =~x

De isometrieën vormen dus een groep. Om in te zien dat de orthogonale transformaties een deel-
groep vormen, volstaat het om op te merken dat de samenstelling van twee orthogonale transforma-
ties opnieuw een orthogonale transformatie is, en dat de inverse van een orthogonale transformatie
opnieuw een orthogonale transformatie is.

De determinant van een orthogonale transformatie is steeds1 of −1. Als de determinant van
het lineair gedeelte van een isometrie 1 is, dan noemen we deze eenverplaatsing of positieve
isometrie. Anders spreken we van eennegatieve isometrieof antiverplaatsing. We zullen nu
enkele speciale gevallen nader bespreken.

Symmetrieën en orthogonale projecties

Onderstel datL =~a+V een lineaire variëteit is in een Euclidische ruimteE. Elke vector~x∈ E kan
dan op een unieke manier geschreven worden onder de vorm

~x=~a+~v+~w
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waarbij~v∈V en~w∈V⊥. De afbeelding

sL : E−→E : ~x=~a+~v+~w 7−→ sL(~x) =~a+~v−~w

noemen we desymmetrie tenopzichte van de lineaire variëteitL.
De afbeelding

pL : E−→E : ~x=~a+~v+~w 7−→ pL(~x) =~a+~v

noemen we deorthogonale projectievanE op de lineaire variëteitL.

Speciale gevallen

1) AlsV = E (en dusL = E en dim(V) = n= dim(E)), dan issL de identiteit 1E.
2) Als V = {~0} (en dusL = {~a} en dim(V) = 0), dan noemen wes~a de puntsymmetrie ten
opzichte van het punt~a.
3) Als dim(V) = dim(E)−1, dan noemen wesL despiegelingten opzichte van het hypervlakL.
4) Als dim(V) = 1, dan isL =~a+R~b een rechte.sL noemen we de symmetrie ten opzichte van de
rechteL.

Voorbeeld 8.1.5.Zij L de rechte met vergelijkingx+y= 1 in het Euclidische vlakR2 uitgerust met
het standaard inwendig product. De onderliggende vectorruimteV is dan de rechte met vergelijking
x+y= 0, en{~e1 =

1√
2
(1,−1)} is een orthonormale basis voorV.

{~e2 = 1√
2
(1,1)} is dan een orthonormale basis voorV⊥. Met notaties als hierboven kunnen we

~a= (1,0) stellen. Elke~x= (x,y) kan dus geschreven worden onder de vorm

~x=~a+α~e1+β~e2

waarbij de coëfficiëntenα enβ kunnen gevonden worden door oplossing van het lineair stelsel




x= 1+
α√
2
+

β√
2

y=− α√
2
+

β√
2

Oplossen van dit lineair stelsel geeft ons






α =

√
2

2
(x−y−1)

β =

√
2

2
(x+y−1)

zodat

~x=~a+

√
2

2
(x−y−1)~e1+

√
2

2
(x+y−1)~e2

49



en

sL(~x) = ~a+

√
2

2
(x−y−1)~e1−

√
2

2
(x+y−1)~e2

=

(
1

0

)
+

1
2
(x−y−1)

(
1

−1

)
− 1

2
(x+y−1)

(
1

1

)

=

(
1−y

1−x

)

Ook de projectie opL kunnen we expliciet uitrekenen:

pL(~x) = ~a+

√
2

2
(x−y−1)~e1

=

(
1

0

)
+

1
2
(x−y−1)

(
1

−1

)

=
1
2

(
x−y+1

−x+y+1

)

Stelling 8.1.6.sL is een isometrie. sL is een verplaatsing alsdimE−dimL even is; alsdimE−
dimL oneven is, dan is sL een negatieve isometrie.

Bewijs. Bewijs als oefening datsL een isometrie is.

Zoals hierboven schrijven weL =~a+V. Onderstel dat{~e1, . . . ,~er} een orthonormale basis vanV
is, en{~er+1, . . . ,~en} een orthonormale basis vanV⊥.
OmdatsL een isometrie is, weten we dat

sL(~x) = sL(~0)+ f (~x)

waarbij f een orthogonale afbeelding is. Omf te bepalen gaan we als volgt tewerk.

~a= sL(~a) = sL(~0)+ f (~a)

Beide formules van mekaar aftrekken levert

sL(~x)−~a= f (~x)− f (~a) = f (~x−~a)

We schrijven nu~x−~a uit in de basis{~e1, . . . ,~en}: we vinden unieke coëfficiëntenα1, . . . ,αn ∈ R

zodat

~x−~a=
n

∑
i=1

αi~ei

We vinden dat

sL(~x) = sL

(
~a+

r

∑
i=1

αi~ei +
n

∑
i=r+1

αi~ei

)

= ~a+
r

∑
i=1

αi~ei −
n

∑
i=r+1

αi~ei

= ~a+ f (~x−~a)
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en we zien datf : E → E de lineaire afbeelding is bepaald door de formule

f
( n

∑
i=1

αi~ei

)
=

r

∑
i=1

αi~ei −
n

∑
i=r+1

αi~ei

De matrix vanf ten opzichte van de orthonormale basisE = {~e1, . . . ,~en} is dus

A=

(
Ir 0

0 −In−r

)

Tenslotte zien we dat
det( f ) = det(A) = (−1)n−r

Men noemt een deelX ⊂ E symmetrisch tenopzichte van de lineaire variëteitL alsX op zichzelf
wordt afgebeeld doorsL:

sL(X) = X

Als X symmetrisch is tenopzichte van de (nuldimensionale) lineaire variëteitL= {~m}, dan noemen
we~m eenmiddelpunt vanX.
Als X symmetrisch is tenopzichte van de rechte (= ééndimensionale lineaire variëteit)L, dan noe-
men weL eensymmetrieasvanX.
Als X symmetrisch is tenopzichte van het vlak (= tweedimensionale lineaire variëteit)L, dan noe-
men weL eensymmetrievlak vanX.

Voorbeelden 8.1.7.1) Zij X de (regelmatige) zeshoek inR2 met hoekpunten

(1,0), (
1
2
,

√
3

2
), (−1

2
,

√
3

2
), (−1,0), (−1

2
,−

√
3

2
), en(

1
2
,−

√
3

2
)

Het punt(0,0) is een middelpunt vanX, en de rechten met vergelijking

y= xtg
kπ
6

(k= 0,1,2,3,4,5) zijn symmetrieassen.

2) Stel nuX = {(m,n) ∈ R2 | m,n∈ Z}= Z2. X bestaat dus uit die punten in het vlak die gehele
coördinaten hebben.
Elke (m,n) ∈ Z2 is een middelpunt. Ook de punten(m+ 1

2,n), (m,n+ 1
2) en (m+ 1

2,n+
1
2) zijn

middelpunten (voorm,n∈ Z). De rechteny= n, x= m, x+y= m, x−y= n (n∈ Z) zijn symme-
trieassen.

Een functieψ : E → R wordtsymmetrischten opzichte van de lineaire variëteitL genoemd als

ψ ◦sL = ψ
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of
ψ(sL(~x)) = ψ(~x)

voor elke~x∈ E.
Als ψ symmetrisch is tenopzichte vanL, dan is het hyperoppervlakS in E met vergelijking

ψ(~x) = c

symmetrisch tenopzichte vanL. S wordt ook hetniveauhyperoppervlak van ψ op niveauc ge-
noemd.
Immers, indien~x∈ S, dan isψ(~x) = c, en dus ookψ(sL(~x)) = c, zodat ooksL(~x) ∈ S, en dus wordt
Sop zichzelf afgebeeld doorsL.

Voorbeelden 8.1.8.1) De functieψ : R3 →R gegeven door de formule

ψ(x,y,z) = (x−a)2+(y−b)4+(z−c)6

is symmetrisch tenopzichte van het punt(a,b,c).
2) De functieψ : R

3 →R gegeven door de formule

ψ(x,y,z) = (x−a)3+(y−b)3+(z−c)6

is symmetrisch tenopzichte van het vlak met vergelijking

z= c

Rotaties en omwentelingssymmetrie

Zij E een Euclidische ruimte van dimensien≥ 2, enL =~a+V een lineaire variëteit van dimensie
n−2. Dan isV een deelruimte vanE van dimensien−2 enV⊥ een deelruimte van dimensie 2.
Kies een orthonormale basis{~e1,~e2} vanV⊥. Elke~x∈ E kan op unieke wijze geschreven worden
onder de vorm

~x= x~e1+y~e2+~a+~v

waarbijx,y ∈ R en~v∈ V. Neem nuθ ∈ R, en beschouw de afbeeldingρ : E → E gedefinieerd
door

ρ(~x) = (xcosθ −ysinθ)~e1+(xsinθ +ycosθ)~e2+~a+~v (8.1)

We noemenρ derotatie omL over een hoekθ in de richting van~e1 naar~e2.
Beschouw het bijzonder gevalE = R2 (met het standaard inwendig product). Dan is dim(L) =
dim(V) = 0, zodat de lineaire variëteitL zich herleidt tot het punt~a. Schrijf~a= (a,b). We kunnen
elke vector~x∈ E schrijven onder de vorm

~x= x

(
1

0

)
+y

(
0

1

)
+

(
a

b

)
=

(
x+a

y+b

)

We vinden nu dat

ρ

(
a+x

b+y

)
=

(
a

b

)
+

(
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)(
x

y

)
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Dit stelt inderdaad een rotatie in het vlak voor, over een hoek θ , rond het punt~a = (a,b). We
merken op dat het beeld(y1,y2) van een punt(x1,x2) na rotatie overθ rond(m1,m2) voldoet aan

{
y1 = m1+(x1−m1)cosθ − (x2−m2)sinθ
y2 = m2+(x1−m1)sinθ +(x2−m2)cosθ .

We noemenX ⊂ E omwentelingssymmetrischten opzichte van de lineaire variëteitL van dimen-
sien−2 alsX doorelkerotatie omL op zichzelf wordt afgebeeld, dit wil zeggen

ρ(X) = X

voor elke rotatieρ omL.

Voorbeeld 8.1.9.De cilinderx2+y2 = a2 in R3 is omwentelingssymmetrisch ten opzichte van de
z-as.

Een functieψ : E → R wordt omwentelingssymmetrischten opzichte van de lineaire variëteitL
van dimensien−2 genoemd als

ψ ◦ρ = ψ
of

ψ(ρ(~x)) = ψ(~x)

voorelkerotatieρ omL en elke~x∈ E.

Voorbeeld 8.1.10.De functieψ : R3 → R gegeven door de formule

ψ(~x) = (x−a)2+(z−c)2

is omwentelingssymmetrisch tenopzichte van de rechte met vergelijking
{

x= a
z= c

Als de functieψ omwentelingssymmetrisch is tenopzichte vanL, dan zijn de niveauhyperopper-
vlakken (dit zijn de hyperoppervlakken met vergelijkingψ(~x) = c) ook omwentelingssymmetrisch
tenopzichte vanL.

8.2 Classificatie van de isometriëen

In deze paragraaf zullen we achtereenvolgens de isometrie¨en van de Euclidische ruimten van di-
mensies 1, 2 en 3 bespreken. In§ 6.4 hebben we reeds de orthogonale transformaties vanR, R2

enR3 besproken. We klasseerden deze volgens de dimensie van de vectorruimte der dekpunten,
en we zullen deze classificatie verder uitgebreid gebruiken. In het vervolg is

g : E → E

een isometrie. Hierbij zalE de Euclidische ruimteR, R2 of R3 zijn, steeds uitgerust met het
standaard inwendig product. We schrijven~a= g(~0) en f = g−~a. f is dan een orthogonale lineaire
transformatie, en we noteren de vectorruimte der dekpuntenvan f doorV.
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De isometriëen vanR

De orthogonale transformaties vanR kunnen eenvoudig geklasseerd worden: als

f : R→ R : x 7→ mx

een orthogonale transformatie, dan is noodzakelijkerwijs

det( f ) = m=±1

Er zijn dus slechts twee orthogonale transformaties vanR:
1) de identiteit; in dit geval is dim(V) = 1;
2) de symmetriex 7→ −x; in dit geval is dim(V) = 0.
De isometrieën vanR kunnen dus als volgt beschreven worden:
eerste geval: dim(V) = 1

g(x) = a+x

is dan de verschuiving overa.

tweede geval: dim(V) = 0

g(x) = a−x

is dan de puntsymmetrie tenopzichte van het punta/2.

De isometriëen vanR2

eerste geval: dim(V) = 2
f is de identiteit opR2, eng wordt gegeven door de formule

g(~x) =~a+~x

g is dus de verschuiving over~a.

tweede geval: dim(V) = 0
In dit geval is f een rotatie rond de oorsprong, met hoekθ 6= 2kπ . De matrix vanf is dan van de
vorm

A=

(
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)

Schrijf~x= (x1,x2), g(~x) =~y= (y1,y2), ~a= (a1,a2). De isometrieg wordt dan gegeven door de
formules {

y1 = a1+x1cosθ −x2sinθ
y2 = a2+x1sinθ +x2cosθ (8.2)

Om te zien wat (8.2) meetkundig voorstelt zoeken we eerst de dekpunten vang. Dit zijn de oplos-
singen van het lineair stelsel

{
x1(cosθ −1)−x2sinθ =−a1
x1sinθ +x2(cosθ −1) =−a2

(8.3)

54



De determinant van (8.3) is

(cosθ −1)2+sin2 θ = 2−2cosθ 6= 0

omdatθ 6= 2kπ . (8.3) is dus een stelsel van Cramer, en heeft een unieke oplossing, we noemen
deze(m1,m2). (8.2) kan nu herschreven worden onder de vorm

{
y1−m1 = (x1−m1)cosθ − (x2−m2)sinθ
y2−m2 = (x1−m1)sinθ +(x2−m2)cosθ (8.4)

en hieruit volgt datg de rotatie is rond(m1,m2) over de hoekθ .

derde geval: dim(V) = 1

In dit geval is f de orthogonale spiegeling ten opzichte van een rechte vect{~d} door de oorsprong,
eng wordt gegeven door een formule van de vorm

g(~x) =~a+ f (~x)

Schrijf
~a=~a1+~a2

waarbij~a1� ~d en~a2 ⊥ ~d. We bekijken eerst de isometrieg2 gegeven door de formule

g2(~x) =~a2+ f (~x)

Omdat~d en~a2 een basis vanR2 vormen, kunnen we elke~x∈ R2 schrijven onder de vorm

~x= α~a2+β ~d

Nu is
f (~x) =−α~a2+β ~d

en
g2(~x) =~a2−α~a2+β ~d

~x is een dekpunt vang2 als en alleen alsα = 1−α of α = 1/2. Daarom noteren weα ′ = α −1/2
en

~x=
~a2

2
+α ′~a2+β ~d

en

g2(~x) =
~a2

2
−α ′~a2+β ~d

We zien nu datg2 = sL, de spiegeling is tenopzichte van de rechteL =~a2/2+vect{~d}. We vinden
tenslotte dat

g(~x) =~a1+sL(x)

De isometrieg kan dus beschreven worden als een spiegeling gevolgd door een verschuiving even-
wijdig met de as van de spiegeling. Soms noemt men zulk een samenstelling eenschuifspiegeling.
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De isometriëen vanR3

eerste geval: dim(V) = 3
f is de identiteit opR3, eng wordt gegeven door de formule

g(~x) =~a+~x

g is dus de verschuiving over~a.

tweede geval: dim(V) = 2
f is nu de spiegeling tenopzichte van het vlakV door de oorsprong. We schrijven

~a=~a1+~a2

met~a1 ∈V en~a2 ⊥V. Beschouw het vlak

L =
~a2

2
+V

Elke~x∈ R3 kunnen we schrijven onder de vorm

~x=
~a2

2
+α~a2+~z

metα ∈ R en~z∈V. Merk nu op dat

sL(~x) =
~a2

2
−α~a2+~z

= ~a2−
(~a2

2
+α~a2

)
+~z

= ~a2+sV(~x)

= ~a2+ f (~x)

en dus
g(~x) =~a1+sL(~x)

We besluiten datg bestaat uit een spiegeling tenopzichte van het vlakL, gevolgd door een ver-
schuiving evenwijdig metL. Zulke isometrieg wordt somsschuifspiegelinggenoemd.

derde geval: dim(V) = 1
Nu is f een rotatie over een hoekθ 6= 2kπ rond een rechte door de oorsprong. We kiezen een
orthonormale basisB= {~e1,~e2,~e3} vanR3 zodanig dat~e1 langs de rotatieas gelegen is. De matrix
van f tenopzichte vanB is dan 


1 0 0

0 cosθ −sinθ

0 sinθ cosθ
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Als we noteren~a = (a1,a2,a3), ~x = (x1,x2,x3) en g(~x) = (y1,y2,y3), dan kunnen we volgende
formule opschrijven voor de isometrieg:





y1 = a1+x1

y2 = a2+x2cosθ −x3sinθ
y3 = a3+x2sinθ +x3cosθ

(8.5)

Omdatθ 6= 2kπ bestaat er juist één koppel(m2,m3) zodat
{

m2 = a2+m2cosθ −m3sinθ
m3 = a3+m2sinθ +m3cosθ

en we kunnen dus schrijven




y1 = a1+x1

y2−m2 = (x2−m2)cosθ − (x3−m3)sinθ
y3−m3 = (x2−m2)sinθ +(x3−m3)cosθ

(8.6)

g is dus een rotatie om de asm2~e2+m3~e3+vect{~e1} over de hoekθ , gevolgd door een verschui-
ving overa1~e1. Dit heet eenschroefbeweging.

Vierde geval: dim(V) = 0
f is nu een rotatie, gevolgd door een spiegeling tenopzichte van het vlak door de oorsprong en
loodrecht op de rotatieas. We kiezen nu een orthonormale basis B = {~e1,~e2,~e3} vanR3 zodanig
dat~e1 langs de rotatieas gelegen is. Ditkeer wordtg gegeven door de formules






y1 = a1−x1

y2 = a2+x2cosθ −x3sinθ
y3 = a3+x2sinθ +x3cosθ

(8.7)

We gaan tewerk zoals in het tweede geval en vinden(m2,m3) zodat




y1 = a1−x1

y2−m2 = (x2−m2)cosθ − (x3−m3)sinθ
y3−m3 = (x2−m2)sinθ +(x3−m3)cosθ

(8.8)

Dit betekent datg een rotatie is, gevolgd door een spiegeling om een vlak loodrecht op de rotatieas.
Bepaal als oefening de vergelijking van het spiegelvlak. Sommige auteurs gebruiken voor dit type
isometrie de benamingspiegelrotatieof draaispiegeling.
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Hoofdstuk 9

Kwadratische vormen en kwadrieken

9.1 Bilineaire afbeeldingen en kwadratische vormen

In het vervolg isE eenn-dimensionale Euclidische ruimte. Herhaal dat een afbeelding

b : E×E−→R

bilineair is als
b(α~x+β~y,~z) = αb(~x,~z)+βb(~y,~z)
b(~x,α~y+β~z) = αb(~x,~y)+βb(~x,~z)

voor elke~x,~y,~z∈ E enα,β ∈ R.
Neem een basisB= {~e1, . . . ,~en} vanE. Voor~x,~y∈ E schrijven we

[~x]B = X =




x1

x2
...

xn




en [~y]B =Y =




y1

y2
...

yn




We berekenen nu gemakkelijk dat

b(~x,~y) = b
( n

∑
i=1

xi~ei ,
n

∑
j=1

y j~ej

)

=
n

∑
i=1

n

∑
j=1

xiy jb(~ei ,~ej)

We noterenai j = b(~ei ,~ej). Onderstel datA den×n matrix is metai j in de(i, j)-positie. Dan is

b(~x,~y) =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

xiai j y j = XtAY
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Definitie 9.1.1.Onderstel dat b: E×E →R een bilineaire afbeelding is. De afbeelding q: E →R

gedefinieerd door de formule
q(~x) = b(~x,~x)

noemen we dekwadratische vormgeassocieerd met de bilineaire afbeelding b.

Voorbeeld 9.1.2.NeemE = R
2 met de standaardbasis. We hebben dan dat

b(X,Y) = XtAY= a11x1y1+a12x1y2+a21x2y1+a22x2y2

en
q(X) = b(X,X) = a11x

2
1+(a12+a21)x1x2+a22x

2
2

In het algemeen hebben we dat

q(~x) =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

ai j xix j

Onderstel dat een kwadratische vormq gegeven is. Kunnen we hieruit de bilineaire afbeeldingb
vanwaaruitq geconstrueerd is opnieuw berekenen? Merk op dat

q(~x+~y) = b(~x+~y,~x+~y)

= b(~x,~x)+b(~x,~y)+b(~y,~x)+b(~y,~y)

= q(~x)+b(~x,~y)+b(~y,~x)+q(~y)

zodat
b(~x,~y)+b(~y,~x) = q(~x+~y)−q(~x)−q(~y)

Als we weten datb eensymmetrischebilineaire afbeelding is, dan volgt dat

b(~x,~y) =
1
2

(
q(~x+~y)−q(~x)−q(~y)

)
(9.1)

In hoeverre geeft dit een antwoord op onze vraag? Een bilineaire afbeeldingb kan steeds geschre-
ven worden onder de vorm

b= b1+b2

waarbij

b1(~x,~y) =
1
2

(
b(~x,~y)+b(~y,~x)

)

en

b2(~x,~y) =
1
2

(
b(~x,~y)−b(~y,~x)

)

Hierbij is b1 eensymmetrischeen b2 eenalternerendebilineaire afbeelding. De kwadratische
vorm geassocieerd aanb1 is dezelfde als die geassocieerd aanb, terwijl de kwadratische vorm
geassocieerd aanb2 nul is:

q1(~x) =
1
2

(
b(~x,~x)+b(~x,~x)

)
= q(~x)

q2(~x) =
1
2

(
b(~x,~x)−b(~x,~x)

)
= 0
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Positief en negatief definiete kwadratische vormen

Definitie 9.1.3. Zij E een eindigdimensionale Euclidische ruimte, en q: E →R een kwadratische
vorm.
We noemen qpositief definietals

q(~x)> 0

voor elke~x 6=~0; we noemen qnegatief definietals

q(~x)< 0

voor elke~x 6=~0; we noemen qpositief semidefinietals

q(~x)≥ 0

voor elke~x 6=~0; we noemen qnegatief semidefinietals

q(~x)≤ 0

voor elke~x 6=~0; we noemen qindefiniet als q zowel positieve als negatieve waarden aanneemt.

Voorbeeld 9.1.4.We beschouwen het allereenvoudigste geval:E = R. Een kwadratische vormq
is dan te schrijven als volgt:

q(x) = ax2

waarbija∈ R. Er zijn drie gevallen:
1) a> 0 =⇒ q is positief definiet;
2) a< 0 =⇒ q is negatief definiet;
3) a= 0 =⇒ q is zowel positief als negatief semidefiniet.

Voorbeeld 9.1.5.Het op één na eenvoudigste is het gevalE = R
2. Een kwadratische vorm kan nu

geschreven worden als
q(x,y) = rx2+2sxy+ ty2

We moeten het teken onderzoeken vanq(x,y) voor (x,y) 6= (0,0). Voor y 6= 0 geldt dat het teken
vanq(x,y) hetzelfde is als dat van

r
(x

y

)2
+2s

x
y
+ t (9.2)

Dit is een kwadratische functie vanx/y. Als de (vereenvoudigde) discriminantD= s2− rt negatief
is, dan heeft deze kwadratische functie geen nulpunten, en dus een constant teken. Dit teken is dan
het teken vant. Bovendien volgt uits2− rt < 0 dat 0≤ s2 < rt zodatr ent noodzakelijk hetzelfde
teken hebben. Alsy= 0, dan weten we datx 6= 0, en heeftq(x,y) = q(x,0) = rx2 hetzelfde teken
alsr.

We kunnen dus concluderen:
Als D = s2− rt < 0, enr > 0 (of t > 0), dan isq positief definiet;
Als D = s2− rt < 0, enr < 0 (of t < 0), dan isq negatief definiet.
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Onderstel nu datD = 0. Herhaling van bovenstaande redenering levert nu datq nog steeds een
constant teken heeft, maar op sommige plaatsen nul wordt. Immers, in dit geval is

s2

r2 =
t
r

zodatr ent weer hetzelfde teken hebben en ook

q(x,y) = rx2+2sxy+ ty2

= r
(

x2+2
s
r
xy+

t
r
y2
)

= r
(

x+
s
r
y
)2

hetzelfde teken heeft alsr. Voor rx+sy= 0 isq(x,y) = 0 en we kunnen besluiten:
Als D = s2− rt = 0, enr > 0 (of t > 0), dan isq positief semidefiniet (maar niet positief definiet);
Als D = s2− rt = 0, enr < 0 (of t < 0), dan isq negatief semidefiniet (maar niet negatief definiet).

Als tenslotteD > 0, dan neemt (9.2) zowel positieve als negatieve waarden aan, en dus isq indefi-
niet.

Voorbeeld 9.1.6. In vele gevallen kan men aan een kwadratische vorm onmiddellijk zien of hij
definiet of indefiniet is. De kwadratische vormen

q(x,y) = x2+y2

q(x,y) = (x+y)2+(x−y)2

q(x,y,z) = (x+y)2+z2+(x−y)2

q(x,y,z) = x2+2y2+3z2

zijn allen positief definiet. De kwadratische vormen

q(x,y) = x2−y2

q(x,y) = (x+y)2− (x−y)2

q(x,y,z) = (x+y)2−z2+(x+y−z)2

q(x,y,z) = x2−2y2

q(x,y) = (x+y)(x−y)

zijn allen indefiniet. De kwadratische vormen

q(x,y) = x2

q(x,y) = (x+y)2

q(x,y,z) = x2+y2

q(x,y,z) = (x+y)2+z2

q(x,y,z) = (x+y)2+z2+(x+y−z)2

zijn positief semidefiniet. Verklaar dit zelf.

61



Onderstel nu het algemeen geval:E is eenn-dimensionale Euclidische ruimte. We leggen een
orthonormale basisB= {~e1, . . . ,~en} vast. Zijb de symmetrische bilineaire vorm waaraanq geas-
socieerd is, en schrijf

b(~ei ,~ej) = ai j

De matrixA metai j op de positie(i, j) is dan symmetrisch. Uit stelling 7.3.5 volgt nu dat er een
orthogonale matrixM bestaat zodat

MtAM = D

een reële diagonaalmatrix is. We schrijven nu

~ui =
n

∑
j=1

mji~ej

U = {~u1, . . . ,~un} is dan een nieuwe orthonormale basis vanE, en

~ei =
n

∑
j=1

mi j~u j

Bovendien is

b(~ui ,~u j) =
n

∑
k=1

n

∑
l=1

b(mki~ek,ml j~el )

=
n

∑
k=1

n

∑
l=1

mkiaklml j

het element op positie(i, j) van de matrixMtAM = D. Als we heti-de diagonaalelement van de
matrixD dii noemen, dan volgt dus dat

b(~ui,~u j) = δi j dii

Merk op dat dedii de eigenwaarden van de matrixA zijn. Omgekeerd, indien we een orthonormale
basisU = {~u1, . . . ,~un} zo kunnen kiezen dat

b(~ui,~u j) = δi j dii

dan isA= MDMt en dusMtAM = D, en dan zijn dedii noodzakelijkerwijs de eigenwaarden van
de matrixA.
We rangschikken de vectoren~ui nu zodanig dat

• 1≤ k≤ s =⇒ dkk > 0. We noterendkk = α2
k ;

• s< k≤ d =⇒ dkk < 0. We noterendkk =−β 2
k ;

• k> d =⇒ dkk = 0.
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Neem nu~x=
n

∑
i=1

xi~ui en~y=
n

∑
i=1

yi~ui in E. Dan is

b(~x,~y) =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

xiy jb(~ui,~u j)

=
n

∑
i=1

xiyidii

= α2
1x1y1+ · · ·+α2

s xsys−β 2
s+1xs+1ys+1−·· ·−β 2

d xdyd (9.3)

en we vinden dat
q(~x) = α2

1x2
1+ · · ·+α2

s x2
s −β 2

s+1x2
s+1−·· ·−β 2

d x2
d (9.4)

Hiermee is de volgende stelling bewezen.

Stelling 9.1.7. (Sylvester)Onderstel dat b: E×E → R een symmetrische bilineaire afbeelding
is. Er bestaat een orthonormale basis U= {~u1,~u2, . . . ,~un} van E en unieke getallen s≤ d, αi , βi

zodat

b(~ui,~u j) = 0 alsi 6= j

b(~ui ,~ui) = α2
i > 0 als 1≤ i ≤ s

b(~ui,~ui) =−β 2
i < 0 alss+1≤ i ≤ d

b(~ui,~ui) = 0 alsd+1≤ i ≤ n

De bilineaire afbeelding b en de geassocieerde kwadratische vorm q worden dan expliciet beschre-
ven door de formules (9.3) en (9.4).

We kunnen nu gemakkelijk zien wanneer een kwadratische vormdefiniet, semidefiniet of indefiniet
is.

Gevolg 9.1.8.Onderstel dat q: E →R de kwadratische vorm is geassocieerd aan de symmetrische
bilineaire vorm b: E×E →R. Met notaties zoals in stelling 9.1.7 hebben we dat

q is positief definiet ⇐⇒ s= d = n

q is positief semidefiniet ⇐⇒ s= d ≤ n

q is negatief definiet ⇐⇒ s= 0, d = n

q is negatief semidefiniet ⇐⇒ s= 0, d ≤ n

q is indefiniet ⇐⇒ 0< s< d

Een kwadratische vorm is dus positief (semi)definiet als de bijhorende symmetrische matrix A
enkel positieve (niet-negatieve) eigenwaarden heeft. q isnegatief (semi)definiet als de bijhorende
symmetrische matrix A enkel negatieve (niet-positieve) eigenwaarden heeft. q is indefiniet als A
zowel positieve als negatieve eigenwaarden heeft.
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Voorbeeld 9.1.9.We beschouwen weer het tweedimensionaal gevalE = R2:

q(x,y) = rx2+2sxy+ ty2 = (x y)

(
r s

s t

)(
x

y

)

We hebben hierboven reeds besproken wanneerq definiet of indefiniet is. We zullen nu met onze
nieuwe methode hetzelfde resultaat opnieuw afleiden. We moeten enkel de eigenwaarden zoeken
van de matrix

A=

(
r s

s t

)

De karakteristieke vergelijking luidt:

det(A−λ I2) =

∣∣∣∣∣

(
r −λ s

s t−λ

)∣∣∣∣∣= λ 2− (r + t)λ + rt −s2 = 0

De discriminant is
(r + t)2−4rt +4s2 = (r − t)2+4s2 ≥ 0

zoals moet. Noem de twee wortelsλ1 enλ2. Uit de som- en productregel volgt

λ1λ2 = rt −s2 en λ1+λ2 = r + t

Als rt −s2 < 0, ofs2−rt > 0, dan hebben de twee wortels verschillend teken, en dan isq indefiniet.
Als rt −s2 > 0, of s2− rt < 0, dan hebben de twee wortels hetzelfde teken. Indienr > 0 (en dus
t > 0), dan isq positief definiet; indienr < 0 (en dust < 0), dan isq negatief definiet.
Als s2− rt = 0, dan is een van de twee wortels nul, en dan isq positief semidefiniet (alsr ≥ 0 en
t ≥ 0) of negatief semidefiniet (alsr ≤ 0 ent ≤ 0).

Voorbeeld 9.1.10.Bekijk de volgende kwadratische vorm in drie veranderlijken:

q(x,y,z) = 5x2+9y2+2z2+12xy+4xz+6yz

of

q(x,y,z) = (x y z)




5 6 2

6 9 3

2 3 2







x

y

z




Om na te gaan of deze definiet is berekenen we de eigenwaarden van

A=




5 6 2

6 9 3

2 3 2




De karakteristieke vergelijking is

−λ 3+16λ 2−24λ +9= 0
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(reken dit zelf na).λ1 = 1 is een wortel, en de twee andere wortels zijn de oplossingenvan de
vergelijking

λ 2−15λ +9= 0

of

λ23 =
15±

√
189

2
=

15±3
√

21
2

De drie eigenwaarden zijn dus positief, zodatq definiet positief is.
Dit kan men ook nog zien door op te merken dat

q(x,y,z) = (x+2y)2+(2x+2y+z)2+(y+z)2 > 0

voor elke(x,y,z) 6= (0,0,0).

9.2 Toepassing: extreme waarden van scalaire functies

Beschouw een willekeurige functief : Rn → R, gedefinieerd op een omgeving van een puntA
(we zullen de elementen vanRn voorstellen als kolomvectoren). In [6,§II.2.4] werd het volgende
bewezen:

Stelling 9.2.1. Indien f een locaal extremum bereikt in A∈ Rn, en f differentieerbaar is in A, dan
is ~gradf (A) =~0, of, anders gezegd,

∂ f
∂xi

(A) = 0

voor i= 1,2, . . . ,n.

Onderstel nu datA een stationair punt vanf is, dit wil zeggen dat ~gradf (A) =~0. Hoe kunnen
we nu weten off in A een maximum, een minimum of helemaal geen extremum bereikt?In [6,
§II.3.4] werd dit probleem behandeld in de gevallenn= 1 enn= 2. De volgende resultaten werden
bewezen:
n= 1
Als f een eindige afgeleide van orde 3 bezit op een omgeving vanA, dan geldt:

f ′′(A)> 0 =⇒ f bereikt een minimum inA

f ′′(A)< 0 =⇒ f bereikt een maximum inA

Als f ′′(A) = 0, dan is er geen besluit.
n= 2

Als f continue partiële afgeleiden bezit op een omgeving vanA tot op orde minstens 3, dan geldt:

s2− rt > 0 =⇒ f bereikt geen extremum inA
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s2− rt < 0, r < 0 =⇒ f bereikt een maximum inA

s2− rt < 0, r > 0 =⇒ f bereikt een minimum inA

Als s2− rt = 0, dan is er geen besluit.
Hierbij is

r =
∂ 2 f
∂x2 (A), s=

∂ 2 f
∂x∂y

(A), t =
∂ 2 f
∂y2 (A)

We gaan dit nu veralgemenen voor functies vann veranderlijken. Onderstel datA een stationair
punt is, en datf continue partiële afgeleiden bezit tot op orde 3 op een omgeving vanA. We
schrijven nu de Taylorontwikkeling vanf in het puntA op tot op orde 2 en met restterm van orde
3 (zie [6,§II.3.3]):

f (A+H) = f (A)+
n

∑
i=1

∂ f
∂xi

(A)hi

+
1
2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

∂ 2 f
∂xi∂x j

(A)hih j

+
1
6

n

∑
i=1

n

∑
j=1

n

∑
k=1

∂ 3 f
∂xi∂x j∂xk

(A+θH)hih jhk

waarbijθ ∈]0,1[. OmdatA een stationair punt is, valt de lineaire term weg. De kwadratische term

q(H) =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

∂ 2 f
∂xi∂x j

(A)hih j

is een kwadratische vorm inH (op een factor 2 na). Deze kan herschreven worden als

q(H) = HtBH

waarbij

B=




∂ 2 f

∂x2
1

(A)
∂ 2 f

∂x1∂x2
(A) · · · ∂ 2 f

∂x1∂xn
(A)

∂ 2 f
∂x2∂x1

(A)
∂ 2 f

∂x2
2

(A) · · · ∂ 2 f
∂x2∂xn

(A)

...
...

...
∂ 2 f

∂xn∂x1
(A)

∂ 2 f
∂xn∂x2

(A) · · · ∂ 2 f
∂x2

n
(A)




We beschouwen nu verschillende gevallen.

Eerste geval: q is indefiniet
Er bestaan kolomvectorenH1 enH2 zodatq(H1)> 0 enq(H2)< 0. Beschouw de functie

g1 : R−→R : t 7→ f (A+ tH1)
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Dan is

g′1(t) =
n

∑
i=1

∂ f
∂xi

(A+ tH1)h1,i

en
g′1(0) = 0

zodat 0 een stationair punt is vang1. Verder is

g′′1(t) =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

∂ 2 f
∂xi∂x j

(A+ tH1)h1,ih1, j

zodat
g′′1(0) = Ht

1BH1 = q(H1)> 0

g1 bereikt dus een minimum in 0. Dit betekent datf een minimum bereikt inA als weH enkel
laten variëren in deH1-richting.
Beschouw nu

g2 : R−→R : t 7→ f (A+ tH2)

Net zoals voorg1 vinden we datg′2(0) = 0 eng′′2(0) = Ht
2BH2 = q(H2) < 0. g2 bereikt dus een

maximum in 0, enf bereikt een maximum inA als weH enkel laten variëren in deH2-richting.
We kunnen dus concluderen datf geen extremum bereikt inA.

Tweede geval: q is positief definiet
We schrijven nuH = ρU , waarbijρ = ‖H‖ enU een eenheidsvector. We kunnen nu schrijven

f (A+H)− f (A) =
ρ2

2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

∂ 2 f
∂xi∂x j

(A)uiu j

+
ρ3

6

n

∑
i=1

n

∑
j=1

n

∑
k=1

∂ 3 f
∂xi∂x j∂xk

(A+θH)uiu juk

=
ρ2

2
(q(U)+

ρ
3

β (H))

Stel nu
Γ = {U ∈ R

n|‖U‖= 1}
De functie

q : Γ−→R
+ : U 7−→

n

∑
i=1

n

∑
j=1

∂ 2 f
∂xi∂x j

(A)uiu j = q(U)

is continu. Γ is een gebied inRn (gesloten, begrensd en boogsamenhangend), en dus bereiktq
een minimum opΓ (zie [6, §I.4.3]). Omdatq uitsluitend positieve waarden aanneemt opΓ, is de
bereikte minimumwaarde strikt positief. Stel

q0 = min{q(U)|U ∈ Γ}> 0
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β is een continue functie, gedefinieerd op een omgeving vanA. Beperkβ tot een gesloten bol
V met middelpuntA en straalr, volledig binnen deze omgeving gelegen. Dan bereikt|β|V| een
maximum, dit volgt weer uit [6,§I.4.3]. Stel

m= max{|β (H)| : H ∈V}

Voor ‖H‖< r vinden we dat

f (A+H)− f (A) =
ρ2

2
(q(U)+

ρ
3

β (H))

Voor ‖H‖< min{3q0/m, r} geldt dus datf (A+H)> f (A) en f bereikt een minimum inA.

Derde geval: q is negatief definiet
Op analoge wijze vinden we nu datf een maximum bereikt inA.

Vierde geval: q is positief semidefiniet
Er bestaat eenH1 6= 0 zodanig datq(H1) = 0. Dan geldt dat

f (A+ tH1)− f (A) =
1
6

n

∑
i=1

n

∑
j=1

n

∑
k=1

∂ 3 f
∂xi∂x j∂xk

(A+θ tH1)t
3h1,ih1, jh1,k

en over het teken hiervan weten we niets. We kunnen dus geen enkel besluit trekken. In dit geval
kan f in A zowel een minimum bereiken als geen extremum. Dit blijkt uitde volgende voorbeel-
den:
1) f (x,y,z) = x2+y2+z4. (0,0,0) is een stationair punt, enq(x,y,z) = x2+y2 is positief semide-
finiet. f bereikt een minimum in(0,0,0).
2) f (x,y,z) = x2+y2+z3. (0,0,0) is een stationair punt, enq(x,y,z) = x2+y2 is positief semide-
finiet. f bereikt geen extremum in(0,0,0).

Vijfde geval: q is negatief semidefiniet
Net als in het vorige geval is er geen besluit.

We kunnen bovenstaande resultaten als volgt samenvatten.

Stelling 9.2.2.Onderstel dat f: Rn → R een scalaire functie is die continue partiële afgeleiden
tot op orde minstens 3 bezit op een omgeving van het punt A. Onderstel ook dat A een stationair
punt is van de functie f :

∂ f
∂xi

(A) = 0

voor i= 1, . . . ,n. We beschouwen de kwadratische vorm q gegeven door de formule q(H) =HtBH,
waarbij B de n×n-matrix is met de tweede partiële afgeleide

∂ 2 f
∂xi∂x j

(A)
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in de(i, j)-positie.
Als q indefiniet is, dan bereikt f geen extremum in A;
als q positief definiet is, dan bereikt f een minimum in A;
als q negatief definiet is, dan bereikt f een maximum in A;
als q semidefiniet is, dan is er geen besluit.

Voorbeeld 9.2.3.We beschouwen de functief : R3 → R gedefinieerd door

f (x,y,z) =−89x+4y+6z−7x2+2y2+3z2+4xy+6xz+x3

De stationaire punten worden gevonden door het volgende stelsel vergelijkingen op te lossen:




−89−14x+4y+6z+3x2 = 0
4+4y+4x= 0
6+6z+6x= 0

Uit de tweede en de derde vergelijking volgt onmiddellijk dat

y= z=−x−1

Substitutie in de eerste vergelijking levert

x2−8x−33= 0

zodatx= 8±
√

196
2 = 4±7. De twee stationaire punten zijn dus

(11,−12,−12) en (−3,2,2)

We onderzoeken nu of het hier gaat om een maximum, minimum of geen extremum.
1) x= 11. De matrixB wordt nu

B=




52 4 6

4 4 0

6 0 6




zodat
q(x,y,z) = 52x2+4y2+6z2+8xy+12xz

Merk op dat

(4x+y)2 = 16x2+y2+8xy

(3x+2z)2 = 9x2+4z2+12xz

zodat
q(x,y,z) = (4x+y)2+(3x+2z)2+27x2+3y2+2z2

positief definiet is. In(11,−12,−12) bereikt f dus een minimum.
2) x=−3. De matrixA wordt nu

A=



−32 4 6

4 4 0

6 0 6
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zodat
q(x,y,z) =−32x2+4y2+6z2+8xy+12xz

Aangezien
q(0,1,1) = 10> 0 en q(1,0,0) =−32< 0

is q indefiniet, enf bereikt geen extremum in(−3,2,2).

9.3 Kwadratische functies en kwadrieken

Beschouw eenn-dimensionale Euclidische ruimteE. We leggen een orthonormale basisB =
{~e1, . . . ,~en} vast. Voor~x∈ E schrijven we

[~x]B = X =




x1

x2
...

xn




Een functief : E → R noemen we eenkwadratische functie als f kan geschreven worden onder
de vorm

f (~x) = q(~x)+2g(~x)+c (9.5)

waarbij

• q : E → R een kwadratische vorm is; we noterenb voor de symmetrische bilineaire vorm
waaraanq geassocieerd is;

• g : E → R een lineaire afbeelding is;

• c∈ R.

Net zoals in de vorige paragrafen schrijven we voorA de matrix met elementenai j = b(~ei ,~ej). B
is de rijvector met elementenbi = g(~ei), of, m.a.w.,B= [g]{1},B. (9.5) kan nu herschreven worden
als

f (~x) = XtAX+2BX+c (9.6)

Definitie 9.3.1.EenkwadriekK in E is de nulpuntenverzameling van een kwadratische functie f

K = {~x∈ E | f (~x) = 0}

In deze paragraaf zullen we kwadrieken op isometrie na bestuderen. Hoe kunnen we de verge-
lijking van een kwadriekK zo eenvoudig mogelijk schrijven, als we een nieuwe orthonormale
basis, en een nieuwe oorsprong mogen kiezen? Uit§ 9.1 weten we dat er een orthogonale matrix
M bestaat zodat

MtAM = D
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een diagonaalmatrix is. Stel nuX = MY (of Y = MtX). Dan is

Y = [~x]U

metU = {~u1,~u2, . . . ,~un} en~ui =
n

∑
j=1

mji~ej . Bovendien is

q(~x) =YtMtAMY=YtDY =
n

∑
i=1

dii y
2
i

en
f (~x) =YtDY+2BMY+c=YtDY+2B̃Y+c

We gebruiken nu dezelfde notatie als in§ 9.1:

• 1≤ k≤ s =⇒ dkk = α2
k > 0;

• s< k≤ d =⇒ dkk =−β 2
k < 0;

• k> d =⇒ dkk = 0.

Voor k≤ d kunnen we schrijven

dkky
2
k+ 2̃bkyk = dkk

(
yk+

b̃k

dkk

)2
− b̃2

k

dkk

Voor k= 1, . . . ,d stellen we

zk = yk+
b̃k

dkk

We krijgen nu

f (~x) =
d

∑
k=1

dkkz
2
k+

n

∑
l=d+1

2̃blyl + c̃

Schrijf zelf neer wat̃c is. We beschouwen nu twee gevallen.
Eerste geval: De lineaire term is nul, met andere woorden

b̃d+1 = · · ·= b̃n = 0

We stellenzl = yl voor l = d+1, . . . ,n. We hebben dan dat

f (~x) =
d

∑
k=1

dkkz
2
k + c̃

en de vergelijking van de kwadriek kan geschreven worden onder de vorm

α2
1z2

1+ · · ·+α2
s z2

s−β 2
s+1z2

s+1−·· ·−β 2
d z2

d+ c̃= 0 (9.7)
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Tweede geval: De lineaire term is niet nul.
We werken nu even in de Euclidische ruimteR

n−d. We zullen de elementen vanRn−d voorstellen
door overlijnde hoofdletters, en we laten de indexen van de coördinaten lopen vand+1 tot n. We
zullen dus bijvoorbeeld schrijven

Y =




yd+1
...

yn




Stel

B=




2̃bd+1
...

2̃bn




en
Ed+1 = B/‖B‖

Vul {Ed+1} aan tot een orthonormale basis{Ed+1,Ed+2, . . . ,En} vanRn−d. De matrix

M = (Ed+1 Ed+2 · · · En)

is een orthogonale matrix. We voeren nu de volgende orthogonale coördinatentransformatie uit:

T = M
t
Y en Y = M T

We noteren

T =




td+1
...

tn




De lineaire term vanf kunnen we nu herschrijven als

n

∑
l=d+1

2̃blyl = B
t
Y = ‖B‖E

t
d+1M T = ‖B‖td+1

Immers,

E
t
d+1M = (E

t
d+1Ed+1 E

t
d+1Ed+2 · · · E

t
d+1En) = (1 0 · · · 0)

We voeren tenslotte een laatste verschuiving uit:

zd+1 = td+1+
c̃

‖B‖
De lineaire en constante term vanf tezamen geteld geven dan

‖B‖td+1+ c̃= ‖B‖zd+1

en we vinden tenslotte

f (~x) =
d

∑
k=1

dkkz
2
k+‖B‖zd+1

72



Als we γ = ‖B‖ noteren, dan kunnen we de vergelijking van de kwadriek schrijven onder de vorm

α2
1z2

1+ · · ·+α2
s z2

s−β 2
s+1z2

s+1−·· ·−β 2
dz2

d+ γzd+1 = 0 (9.8)

We kunnen de bovenstaande resultaten samenvatten als volgt:

Stelling 9.3.2. Zij E een n-dimensionale Euclidische ruimte, en f: E → R een kwadratische
functie. Na een geschikte keuze van de oorsprong en van een orthonormale basis kan men de
vergelijking van de kwadriek

f (~x) = 0

herschrijven onder de vorm (9.7) of (9.8). Men noemt (9.7) of(9.8) de(Euclidische) standaard-
vergelijkingvan de kwadriek.

We zullen nu stelling 9.3.2 gebruiken om de kwadrieken in hettwee- en driedimensionaal geval te
klasseren. Een kwadriek inR2 noemt men ook eenkegelsnede.

Classificatie van de kegelsneden

We werken in een tweedimensionale Euclidische ruimteE. In dit geval isn= 2. Voor de eenvoud
vervangen we de veranderlijkenz1 enz2 opnieuw doorx eny. We onderscheiden twee gevallen:
d = 1 end = 2.

eerste geval: d = 2.
1.1: s= 2
De vergelijking (9.7) wordt dan

α2
1x2+α2

2y2+ c̃= 0 (9.9)

Hier zijn drie mogelijke deelgevallen te onderscheiden.

1.1.a c̃< 0. (9.9) kan herschreven worden als

x2

a2 +
y2

b2 = 1

Dit is de vergelijking van eenellips

1.1.b c̃= 0. De enige oplossing van (9.9) is het punt(0,0).

1.1.c c̃> 0. (9.9) heeft geen enkele oplossing.

1.2: s= 1
De vergelijking (9.7) wordt nu

α2
1x2−β 2

2 y2+ c̃= 0 (9.10)

Er zijn weer drie deelgevallen te onderscheiden.
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1.2.a c̃< 0. (9.10) kan herschreven worden als

x2

a2 −
y2

b2 = 1

Dit is de vergelijking van eenhyperbool

1.2.b c̃= 0. (9.10) wordt nu
α2

1x2−β 2
2y2 = 0

of
(α1x+β2y)(α1x−β2y) = 0

Dit is de vergelijking van twee rechten die mekaar snijden in(0,0).

1.2.c c̃> 0. (9.10) kan herschreven worden als

x2

a2 −
y2

b2 =−1

Dit is weer de vergelijking van eenhyperbool. We kunnen geval 1.2.c trouwens herleiden
tot 1.2.a doorx eny om te wisselen.

1.3: s= 0
Dit levert niets nieuws op. Als we de vergelijking van de kegelsnede herschrijven als− f (~x) = 0,
dan zijn we opnieuw in het gevals= 2.

Tweede geval: d = 1.
2.1: De lineaire term van de vergelijking is nul. (9.7) wordt nu

α2
1x2+ c̃= 0 (9.11)

Er zijn weer drie deelgevallen:

2.1.a c̃< 0. De vergelijking wordt
x=±

√
−c̃/α1

Dit zijn twee evenwijdige rechten.

2.1.b c̃= 0. De vergelijking wordt
x2 = 0

Dit zijn twee samenvallende rechten.

2.1.c c̃> 0. (9.11) heeft geen oplossingen.

2.2: De lineaire term van de vergelijking is niet nul. (9.8) wordt nu

x2+ γy= 0 (9.12)

Dit is de vergelijking van eenparabool.

Een grafische voorstelling van deze kegelsneden vind je in figuur Figuur 9.1.
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Classificatie van de kwadrieken inR3

We werken in een driedimensionale Euclidische ruimteE. In dit geval isn= 3. Voor de eenvoud
vervangen we de veranderlijkenz1, z2 enz3 doorx, y enz. We onderscheiden drie gevallen:d = 1,
d = 2 end = 3.
eerste geval: d = 3.

1.1: s= 3
De vergelijking (9.7) wordt nu

α2
1x2+α2

2y2+α2
3z2+ c̃= 0 (9.13)

Hier zijn drie mogelijke deelgevallen te onderscheiden.

1.1.a c̃< 0. (9.13) kan herschreven worden als

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1

Dit is de vergelijking van eenellipsoı̈de. De doorsnede met een vlak evenwijdig met een
van de coördinaatvlakken is ofwel leeg ofwel een ellips. Neem bijvoorbeeld de doorsnede
met het vlak met vergelijkingz= d. De doorsnede is de kromme met vergelijking

x2

a2 +
y2

b2 = 1− d2

c2

en dit is een ellips als|d| ≤ |c|. Indien |d| > |c| is de doorsnede leeg. Het is dan ook niet
moeilijk om in te zien dat de grafiek van de kwadriek eruit zietals een rugbybal (een gewone
voetbal indiena = b = c), zoals geschetst Figuur 9.2. Merk ook op dat de ellipsoı̈dein
parametervorm kan geschreven worden als volgt:





x= asinθ cosϕ
y= bsinθ sinϕ
z= ccosθ

1.1.b c̃= 0. De enige oplossing van (9.13) is het punt(0,0,0).

1.1.c c̃> 0. (9.13) heeft geen enkele oplossing.

1.2s= 2
De vergelijking (9.7) wordt nu

α2
1x2+α2

2y2−β 2
3z2+ c̃= 0 (9.14)

Er zijn weer drie deelgevallen te onderscheiden.
1.2.ac̃< 0. (9.14) kan herschreven worden als

x2

a2 +
y2

b2 −
z2

c2 = 1
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Figuur 9.3: De eenbladige en de tweebladige hyperboloı̈de

Dit is de vergelijking van eeneenbladige hyperboloı̈de.
Om te zien hoe de grafiek eruitziet merken we op dat de doorsnede met een horizontaal vlakz= d
volgende vergelijking heeft:

x2

a2 +
y2

b2 = 1+
d2

c2

en dit is een ellips. De doorsnede met hetxz-vlak is de hyperbool met vergelijking

x2

a2 −
z2

c2 = 1

Op analoge manier zien we dat de doorsnede met elk verticaal vlak door de oorsprong een hyper-
bool is. De grafiek van de eenbladige hyperboloı̈de wordt geschetst in Figuur 9.3. In parameter-
vorm kunnen we de vergelijking van de eenbladige hyperbolo¨ıde als volgt herschrijven1:





x= achvcosϕ
y= bchvsinϕ
z= cshv

1Appendix A bevat een korte herhaling over hyperbolische functies.
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1.2.b c̃= 0. (9.14) wordt nu
α2

1x2+α2
2y2−β 2

3 z2 = 0

of
x2

a2 +
y2

b2 =
z2

c2

Dit is de vergelijking van eenelliptische kegel. Immers, de doorsnede met een horizontaal vlak
z= d is de ellips met vergelijking

x2

a2 +
y2

b2 =
d2

c2

terwijl de doorsnede met een verticaal vlaky= mxbestaat uit twee rechten die elkaar snijden in de
oorsprong:

(
1
a2 +

m2

b2 )x
2− z2

c2 = 0

of

(

√
1
a2 +

m2

b2 x+
z
c
)(

√
1
a2 +

m2

b2 x− z
c
) = 0

De grafiek van de elliptische kegel wordt geschetst in Figuur9.1. Een stel parametervergelijkingen
is bijvoorbeeld: 




x= arcosϕ
y= brsinϕ
z= cr

1.2.cc̃> 0. (9.9) kan herschreven worden als

x2

a2 +
y2

b2 −
z2

c2 =−1

De doorsnede met het horizontaal vlakz= d is de ellips met vergelijking

x2

a2 +
y2

b2 =
d2

c2 −1

indien |d| ≥ |c|. Als |d|< |c| is deze doorsnede leeg. De doorsnede met het verticale vlaky= mx
heeft als vergelijking

( 1
a2 +

m2

b2

)
x2− z2

c2 =−1

en is een hyperbool. Men noemt dit type kwadriek eentweebladige hyperboloı̈de. Een stel
parametervergelijkingen van de tweebladige hyperboloı̈de is bijvoorbeeld






x= ashvcosϕ
y= bshvsinϕ
z= cchv

1.3s= 1
Dit levert niets nieuws op. Als we de vergelijking van de kwadriek herschrijven als− f (~x) = 0,
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Figuur 9.4: De elliptische en de hyperbolische cilinder

dan zijn we opnieuw in het gevals= 2.

1.4s= 0
Dit levert niets nieuws op. Als we de vergelijking van de kwadriek herschrijven als− f (~x) = 0,
dan zijn we opnieuw in het gevals= 3.

tweede geval: d = 2.
2.1de lineaire term is nul. (9.7) neemt nu volgende vorm aan

d11x
2+d22y

2+ c̃= 0

Alnaargelang de tekens vand11, d22 en c̃ kunnen we de vergelijking herschrijven in een van de
volgende vormen:

2.1.1
x2

a2 +
y2

b2 = 1. Dit is de vergelijking van eenelliptische cilinder (zie Figuur 9.4 voor de

grafiek). Een stel parametervergelijkingen is bijvoorbeeld




x= acosϕ
y= bsinϕ
z= z

2.1.2
x2

a2 −
y2

b2 = 1. Dit is de vergelijking van eenhyperbolische cilinder. (zie Figuur 9.4 voor de

grafiek). Een stel parametervergelijkingen is bijvoorbeeld





x= achϕ
y= bshϕ
z= z
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2.1.3
x2

a2 +
y2

b2 =−1. De vergelijking heeft dan geen oplossingen, en de kwadriek is leeg.

2.1.4
x2

a2 +
y2

b2 = 0. De kwadriek bestaat nu uit dez-as.

2.1.5
x2

a2 −
y2

b2 = 0, of
(x

a
+

y
b

)(x
a
− y

b

)
= 0

Dit zijn twee snijdende vlakken.

2.2de lineaire term is niet nul.

2.2.1 s= 2. (9.8) kan herschreven worden als

x2

a2 +
y2

b2 = z.

De doorsnede met het horizontaal vlakz= d is een ellips alsd ≥ 0 en leeg alsd < 0. De
doorsnede met het verticaal vlaky= mx is de parabool met vergelijking

z=
( 1

a2 +
m2

b2

)
x2

We noemen deze kwadriek eenelliptische paraboloı̈de. (zie Figuur 9.5). We geven ook
weer een stel parametervergelijkingen:





x= arcosϕ
y= brsinϕ
z= r2

2.2.2 s= 1. (9.8) kan herschreven worden als

x2

a2 −
y2

b2 = z

De doorsnede met het horizontale vlakz= c is dan de hyperbool met vergelijking

x2

a2 −
y2

b2 = c

De doorsnede met hetxy-vlak z= 0 bestaat uit twee rechten die mekaar snijden in de oor-
sprong:

(
x
a
+

y
b
)(

x
a
− y

b
) = 0

De doorsnede met hetxz-vlak y= 0 is de parabool met vergelijking

x2

a2 = z
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Figuur 9.5: De elliptische en de hyperbolische paraboloı̈de

Dit is een parabool met als top de oorsprong, en de top is een minimum.
De doorsnede met hetyz-vlak x= 0 is de parabool met vergelijking

−y2

b2 = z

Dit is een parabool met als top de oorsprong, en de top is een maximum.
Op het eerste zicht is het moeilijk om al deze gegevens in een grafiek met mekaar te vereni-
gen. Dit type kwadriek is dan ook hetgene dat het moeilijkst is om te tekenen. De grafiek
wordt geschetst in Figuur 9.5. We noemen een kwadriek van dittype eenhyperbolische
paraboloı̈deof zadeloppervlak. Een stel parametervergelijkingen is bijvoorbeeld





x= archϕ
y= brshϕ
z= r2

en





x= arshϕ
y= brchϕ
z=−r2

derde geval: d = 1.
3.1: de lineaire term is nul. (9.7) neemt nu volgende vorm aan

d11x
2+ c̃= 0

3.1.1 d11c̃< 0. De vergelijking wordt

x=±
√

− c̃
d11

De kwadriek bestaat uit twee evenwijdige vlakken.

3.1.2 d11c̃> 0. De kwadriek is leeg.

3.1.3 c̃ = 0. De vergelijking wordt nux2 = 0, en de kwadriek bestaat uit twee samenvallende
vlakken.
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Figuur 9.6: De parabolische cilinder

3.1de lineaire term is verschillend van nul.

d11x
2+ γy= 0

is de vergelijking van eenparabolische cilinder (zie Figuur 9.6).
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Bijlage A

Hyperbolische functies

Wanneer je de goniometrische functies (sin, cos, enz.) bestudeert op complexe getallen (zie cursus
“Complexe Analyse” volgend jaar), kom je snel tot de conclusie dat deze functies nauw verbonden
zijn met de exponentiële functie. Dit leidt, in het reële geval, tot volgende nuttige functies:

shx =
ex−e−x

2

chx =
ex+e−x

2

De eerste functie noemt men desinus hyperbolicusvanx en de tweede decosinus hyperbolicus.
Het is duidelijk dat deze functies gedefinieerd zijn op heelR.

Je zal gemakkelijk narekenen dat ch2x−sh2x= 1. Dit is een eigenschap die lijkt op het bekende
cos2x+ sin2x = 1 bij goniometrische functies. Er zijn nog gelijkenissen die we hier achterwege
laten maar die de (eerste helft van de) naam van deze hyperbolische functies verklaren. Er bestaan
ook tangens hyperbolicus, cotangens hyperbolicus, secans hyperbolicus, . . . Deze functies ver-
schijnen in verschillende takken van de wiskunde en zijn vangroot belang bij het uitdrukken van
oplossingen van sommige differentiaalvergelijkingen.

Uit het verband cos2x+sin2x=1 voor goniometrische functies volgt dat de punten met coördinaten
(cost,sint) op de eenheidscirkel1 met vergelijkingx2+y2 = 1 liggen, voor alle waarden vant ∈R.
We zeggen dat {

x = cost
y = sint

eenparametrische beschrijving(of parametervoorstelling) is van de eenheidscirkel. We geven
hier inderdaad uitdrukkingen voorx eny in functie van de parametert ∈ R.

Voor de hyperbolische functies geldt ch2t −sh2t = 1. Als we dus stellen
{

x = cht
y = sht

,

1Merk op dat dit enkel een echte cirkel is in een orthonormaal assenkruis. In een algemeen assenkruis krijgen we
eerder een ellips.
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krijgen we de parametervoorstelling van de punten met coördinaten(cht,sht). We zien dat deze
punten liggen op een kromme met vergelijkingx2−y2 = 1. Dit is de vergelijking van eenhyper-
bool. Dit verklaart meteen ook waarom we deze functieshyperbolischnoemen. Merk op dat we
alleen de rechtse tak van de hyperbool bekomen daar cht > 0, voor elket ∈ R.
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Figuur A.1: Grafiek van de kromme(cht,sht). Voor de duidelijkheid zijn ook de asymptoten
getekend.
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Oefeningen

Reeks 9

Oefening 9.1.Bepaal de karakteristieke veelterm, de eigenwaarden en de eigenvectoren van de
matrixA. Is de matrixA diagonaliseerbaar?

a 


0 1 2

0 0 3

0 0 0


 ;




2 −2 3

0 3 −2

0 −1 2




b 


4 2 3

2 1 2

−1 2 0


 ;




1 2 3

0 1 0

2 1 2




c 


1 0 −1

11 −4 −7

−7 3 4


 ;




0 0 0

0 1 0

1 0 1




Oefening 9.2. Schrijf de karakteristieke veelterm van de matrices en verifieer de formule van
Cayley-Hamilton.

a (
3 3

2 5

)
en

(
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)

b
(

1 −1

2 4

)
en




1 2 3

2 −1 5

3 2 1




c
(

0 −1

2 3

)
en




4 2 3

2 1 2

−1 −2 0




Oefening 9.3.Onderstel datA een reguliere matrix is met karakteristieke veelterm

PA(X) = (−1)nXn+a1Xn−1+ · · ·+an

85



Toon aan dat

A−1 =
1
an

((−1)n−1An−1−a1An−2−·· ·−an−1I)

en
adj(A) = (−1)n−1An−1−a1An−2−·· ·−an−1I ,

waarbij I de eenheidsmatrix is met zelfde afmetingen alsA.

Oefening 9.4.aV is de deelruimte vanRR met basis{eu,e−u}. Zoek een basis vanV waarin de
matrix van de lineaire afbeelding

D : V →V : f 7→ D f = f ′

diagonaal wordt.

Oefening 9.4.bV is de deelruimte vanRR met basis{cosx,sinx}. Zoek een basis vanV waarin
de matrix van de lineaire afbeelding

L : V →V : f 7→ 2 f + f ′′

diagonaal wordt.

Oefening 9.4.cV is de deelruimte vanRR met basis{cosx,sinx}. Bestaat er een basis vanV
waarin de matrix van de lineaire afbeelding

D3 : V →V : f 7→ f ′′′

diagonaal wordt?

Oefening 9.5.aBeschouw de matrix

A=

(
3 −5

1 −3

)
.

Zoek een matrixM waarvoorM−1AM een diagonaalmatrix is, en gebruik dit om op een eenvoudige
manierA9 uit te rekenen.

Oefening 9.5.bBeschouw de matrix

B=

(
−3 2

1 −4

)
.

Zoek een matrixM waarvoorM−1BM een diagonaalmatrix is, en gebruik dit om op een eenvoudige
manierB16 uit te rekenen.

Oefening 9.5.cBeschouw de matrix

C=

(
−3 2

1 −4

)
.

Zoek een matrixM waarvoorM−1CM een diagonaalmatrix is, en gebruik dit om op een eenvoudige
manierC31 uit te rekenen.
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Oefening 9.6.Onderstel datf ,g : V → V twee lineaire afbeeldingen zijn, en dat er een basisE
vanV bestaat waarin de matrices van zowelf alsg diagonaal worden. Toon aan dat dan noodza-
kelijkerwijze geldt dat

f ◦g= g◦ f

m.a.w. f eng commuteren.

Oefening 9.7.Zoek een basis vanRn waarin de volgende matrices diagonaal worden:

a

(
2 2

2 2

) 

−1 2 2

2 −1 2

2 2 −1







2 2 0 0

2 2 0 0

0 0 2 2

0 0 2 2




b

(
2 1

1 2

) 


0 −1 −1

−1 0 −1

−1 −1 0







0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0




c

(
1 2

2 4

) 


1 1 0

1 1 0

0 0 1







1 2 0 0

1 2 0 0

0 0 1 2

0 0 1 2




Oefening 9.8.

a Zoek een basis vanR3 waarin de matrix van de lineaire afbeelding bepaald door linksverme-
nigvuldiging met

A=



−2 3 −4

−2 3 −3

1 −1 2




een bovendriehoeksmatrix wordt.

b Zoek een basis vanR3 waarin de matrix van de lineaire afbeelding bepaald door linksverme-
nigvuldiging met

A=




2 1 1

0 3 −2

0 2 −1




een bovendriehoeksmatrix wordt.
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c Zoek een basis vanR3 waarin de matrix van de lineaire afbeelding bepaald door linksverme-
nigvuldiging met

A=




2 0 0

1 1 1

1 0 1




een bovendriehoeksmatrix wordt.

Oefening 9.9.Beschouw de matrix

A=




1 1 0
2 −1 2
0 −2 1


 .

a Is A diagonaliseerbaar overR ? Zo ja, bepaal dan een reguliere matrixP zodatP−1AP een
diagonaalmatrix is. Zo niet, triangulariseer hem dan indien dit wel mogelijk is. Motiveer telkens
je antwoorden.

b Is A diagonaliseerbaar overC ? Zo ja, bepaal dan een reguliere matrixP zodatP−1AP een
diagonaalmatrix is. Zo niet, triangulariseer hem dan.

Oefening 9.10(Examenvraag 2006).

(a) Toon aan dat alsD een reële diagonaalmatrix is met niet-negatieve elementen op de hoofd-
diagonaal, er een matrixSbestaat zodatS2 = D.

(b) Toon aan dat alsA een reële, diagonaliseerbare matrix is met niet-negatieve eigenwaarden,
er een matrixT bestaat zodatT2 = A.

(c) Gegeven

A=




1 3 1
0 4 5
0 0 9


 ,

vind een matrixT zodatT2 = A.

Oefening 9.11(Examenvraag 2011). Beschouw volgend element van M2,2(C), waarbijp,q, r,s∈
R. (

p q+ ri

q− ri s

)

Toon aan dat deze matrix diagonaliseerbaar is en dat de eigenwaarden noodzakelijk reëel zijn. Doe
dit door de karakteristieke veelterm uit te rekenen.
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Oefening 9.12(Examenvraag 2012). Voor m∈ R, beschouw volgende matrix:

S=




2 0 m

m 0 0

1 −1 m


 .

(a) Voor welke waarde(n) vanm is Sniet inverteerbaar?

(b) Voor welke waarde(n) vanm heeftSuitsluitend reële eigenwaarden?

(c) Voor welke waarde(n) vanm bevatSeen eigenwaarde met algebraı̈sche multipliciteit 2?

(d) Stel num= 8. DiagonaliseerS.

Oefening 9.13(Examenvraag 2012). BeschouwC als 2-dimensionaleR-vectorruimte en beschouw
de afbeeldingf , gedefinieerd als volgt:

C→C;

a+bi 7→ a−bi,

waarbija,b∈ R.

Zijn de volgende beweringen juist of fout? Verklaar grondigje antwoord. Indien de bewering juist
is, bewijs; zoniet, geef tegenvoorbeeld.

(a) f is eenR-lineaire afbeelding.

(b) det( f ) = 0.

(c) f is diagonaliseerbaar.

Oefening 9.14(Examenvraag 2013). Zij

Ap =




1 0 0 0

0 1 0 p

0 0 −1 0

0 p 0 −1



,

waarbij p∈ R. De eigenruimte behorende bij een eigenwaardeλ ∈ R vanAp noteren weEλ .

(a) Bewijs dat, indienp 6= 0, Ap steeds 2 verschillende negatieve reële eigenwaarden heeft.

(b) Bewijs dat, indienp 6= 0, dim(E1) = dim(E−1) = 1. Geef een basis vanE1 in dit geval.

(c) Zij nu p= 0. Bepaal dim(E1) en dim(E−1). Geef een basis vanE−1 in dit geval.
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Reeks 10

Oefening 10.1.Welk van de volgende formules definieert een inwendig product op de vectorruimte
R2? We noteren~x= (x1,x2),~y= (y1,y2).

1a 〈~x,~y〉= x1y1;

1b 〈~x,~y〉= 2x1y1+3x2y2;

1c 〈~x,~y〉= 2x1y1−3x2y2;

2a 〈~x,~y〉= 2x1y1+x1y2+x2y1+3x2y2;

2b 〈~x,~y〉= x1y1+4x1y2+4x2y1+x2y2;

2c 〈~x,~y〉=−2x1y1−3x2y2;

3a 〈~x,~y〉= (x1y1)
2+(x2y2)

2;

3b 〈~x,~y〉= 4x1y1+x2y1+x1y2+4x2y2;

3c 〈~x,~y〉= x1+x2.

Oefening 10.2.Beschouw de vectorruimte

C [a,b] = { f : [a,b]→ R| f is continu over[a,b]}

en een continue functie
w : [a,b]→R

die overal niet-negatieve waarden aanneemt, en in ten hoogste een eindig aantal punten nul is.
Toon aan dat

〈 f ,g〉=
∫ b

a
f (x)g(x)w(x)dx

een inwendig product opC [a,b] definieert. De functiew(x) wordt de gewichtsfunctie genoemd.

Oefening 10.3.Bereken de volgende inwendige producten
1a 〈(1,2),(3,4)〉 in R2 met het standaard inwendig product;

1b 〈(−7,3),(2,5)〉 in R
2 met het inwendig product〈~x,~y〉= 2x1y1+x2y2;

1c 〈(2,−1),(3,2)〉 in R2 met het inwendig product〈~x,~y〉= 4x1y1+6x2y2;

2a 〈cosnx,cosmx〉 in C [−π ,π ] met het inwendig product uit oefening 10.2 met gewichtsfunctie
w(x) = 1 (n,m∈ N);

2b 〈x2,x3 + 1〉 in C [−1,1] met het inwendig product uit oefening 10.2 met gewichtsfunctie
w(x) = 1;

2c 〈1− 2x,e−x〉 in C [0,1] met het inwendig product uit oefening 10.2 met gewichtsfunctie
w(x) = ex.
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Oefening 10.4.Herneem oefening 3. Bepaal telkens de cosinus van de hoek tussen het gegeven
koppel vectoren.

Oefening 10.5.Toon dat de formule

〈P,Q〉= a0b0+a1b1+ · · ·+anbn

voor P(X) = ∑n
i=0aiXi, Q(X) = ∑n

i=0biXi ∈ Rn[X] een inwendig product definieert op de vector-
ruimteRn[X].

Oefening 10.6.Gebruik de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz om aan te tonen dat voor elkea1,a2,
· · · ,an ∈ R0 geldt

(a2
1+ · · ·+a2

n)
( 1

a2
1

+ · · ·+ 1
a2

n

)
≥ n2.

Oefening 10.7.Toon aan dat in elke Euclidische ruimteE

‖~x±~y‖ ≥ |‖~x‖−‖~y‖|.

Oefening 10.8.Gebruik het Gram-Schmidt procédé om de gegeven basis vanR3 om te zetten tot
een orthonormale basis vanR3, met standaard inwendig product.

a {(1,1,0),(−1,1,0),(−1,1,1)};

b {(1,0,0),(3,7,−2),(0,4,1)};

c {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}.
Oefening 10.9.aBeschouw de Euclidische ruimteC [−π ,π ] van oefening 10.2 metw(x) = 1 voor
alle x∈ [−π ,π ]. Zet het stel vectoren{1,x,x2,x3} om in een orthogonaal stel, met behulp van het
Gram-Schmidt procédé.
Zoek de orthogonale projectie van de functiey = cos(x) op de vectorruimte voortgebracht door
{1,x,x2,x3}, en bepaal de afstand tot deze vectorruimte.

Oefening 10.9.bBeschouw de Euclidische ruimteC [−π ,π ] van oefening 10.2 metw(x) = 1 voor
alle x∈ [−π ,π ]. Zet het stel vectoren{1,cosx,sinx} om in een orthogonaal stel, met behulp van
het Gram-Schmidt procédé.
Zoek de orthogonale projectie van de functiey= xop de vectorruimte voortgebracht door{1,cosx,sinx},
en bepaal de afstand tot deze vectorruimte.

Oefening 10.9.cBeschouw de Euclidische ruimteC [−π ,π ] van oefening 10.2 metw(x) = 1 voor
alle x∈ [−π ,π ]. Zet het stel vectoren{1,x,cosx} om in een orthogonaal stel, met behulp van het
Gram-Schmidt procédé.
Zoek de orthogonale projectie van de functiey = sinx op de vectorruimte voortgebracht door
{1,x,cosx}, en bepaal de afstand tot deze vectorruimte.

Oefening 10.10(Examenvraag 2012). Beschouw de vectorruimte Mn,n(R). Voor A ∈ Mn,n(R)
noteren we met Sp(A) de som van de diagonaalelementen vanA.
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(a) Ga na dat de afbeelding

θ : Mn,n(R)×Mn,n(R)→ R : (A,B) 7→ Sp(Bt .A)

een inwendig product definieert op Mn,n(R).

(b) Beschouw nu de deelruimte

U = {M ∈ Mn,n(R) | M = Mt}.

Wat is de dimensie van deze deelruimte?

(c) Stel nun= 2. Bereken de beste benadering van de matrix

(
a b

c d

)
(meta,b,c,d∈R) in de

deelruimteU (dit is het element vanU zodat de afstand tot de gegeven matrix minimaal is).

Oefening 10.11(Examenvraag 2014). Beschouw de Euclidische ruimteE = Rn met standaard
inwendig inproduct〈,〉. StelA= (ai j ) ∈ Mn,n(R) een matrix met rang 1.

Beschouw de volgende afbeeldingmA : E → E : X 7→ AX. Veronderstel datV = (v1, . . . ,vn)
t een

basis is voor Im(mA).

(a) Bewijs datai j = viw j voor een bepaalde vectorW = (w1, . . . ,wn)
t . Toon aan datA=VWt .

(b) Stel dat de matrixA een eigenwaardeλ1 6= 0 heeft. Bewijs dat elke vectorZ 6=~0 waarvoor
〈Z,W〉= 0 een eigenvector vanA is met eigenwaarde 0.

Voor A∈ Mn,n(R) noteren we met Sp(A) het spoor vanA, m.a.w. de som van de diagonaalelemen-
ten vanA.

(c) Veronderstel dat Sp(A) 6= 0. Toon aan datλ = Sp(A) een eigenwaarde vanA is en bepaal
een eigenvector voorλ .

(d) Veronderstel dat Sp(A) = 1. Toon aan datmA een projectie is, m.a.w. toon aan datA2 = A.

Oefening 10.12(Examenvraag 2005). Gegeven is de matrixP =

(
−1 1
0 1

)
. Bepaal de verza-

meling
V = {C∈ M22(R) |CP= (−P)tC}.

Toon aan datV een deelruimte is van M22(R) en bepaal een orthonormale basis vanV als M22(R)
uitgerust is met inproduct

〈C1,C2〉= a1a2+b1b2+c1c2+d1d2

metC1 =

(
a1 b1

c1 d1

)
enC2 =

(
a2 b2

c2 d2

)
.
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Reeks 11

Oefening 11.1.Onderstel dat{~e1,~e2,~e3} een orthonormale basis is van een driedimensionale Eu-
clidische ruimte. Bereken

a (2~e1+3~e2+4~e3)× (−~e1+3~e2−~e3);

b (~e1+~e3)× (−~e1+2~e2−1~e3);

c (−2~e1+3~e2−1~e3)× (~e2−~e3).

Oefening 11.2.Bewijs dat het vectorieel product in een driedimensionale Euclidische ruimteE
voldoet aan de volgende eigenschappen, voor elke~x,~y,~z∈ E.

1a ~x·~y×~z=~y ·~z×~x=~z·~x×~y;

1b ~x×~y=−~y×~x;

1c (~x×~y)×~z= 〈~z,~x〉~y−〈~z,~y〉~x;

2a (~x×~y)×~z+(~y×~z)×~x+(~z×~x)×~y=~0;

2b ‖~x×~y‖2+ 〈~x,~y〉2 = ‖~x‖2‖~y‖2;

2c (~x−~y)× (~x+~y) = 2~x×~y.

Oefening 11.3.Onderstel datE eenn-dimensionale Euclidische ruimte is. Schrijf de vergelijking
neer van het hypervlak door een punt~a= ∑n

i=1ai~ei en loodrecht op de vector~u= ∑n
i=1ui~ei . Hierbij

is {~e1, · · · ,~en} een orthonormale basis.

Oefening 11.4.In Rn wordt een hypervlak door de oorsprong opgespannen doorn−1 vectoren
~a1,~a2, · · · ,~an−1. Zoek een formule voor het orthogonaal complement van dit hypervlak (m.a.w.
zoek een vector die loodrecht staat op de vectoren~a1,~a2, · · · ,~an−1).

Oefening 11.5.We werken inRn. Stel een formule op voor de afstand vanX ∈Rn tot het hypervlak
met vergelijking (in een orthonormale basis):

a1x1+a2x2+ · · ·+anxn = b

Oefening 11.6.In R
3 beschouwen we de rechtenℓ1 enℓ2 bepaald door de gegeven punten. Stel

een stel parametervergelijkingen op voor de gemeenschappelijke loodlijn op ℓ1 enℓ2.

a ℓ1 door de punten(1,1,1) en(1,2,3), en de rechteℓ2 door de punten(1,−1,0) en(0,1,−1);

b ℓ1 door de punten(8,0,1) en (12,−3,−3), en de rechteℓ2 door de punten(−7,4,3) en
(−3,−1,1);

c ℓ1 door de punten(0,0,2) en(1,1,3), en de rechteℓ2 door de punten(0,−1,0) en(1,2,1).
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Reeks 12

Oefening 12.1.Beschouw de volgende afbeelding

〈·, ·〉 : C
2×C

2 → C

(~a,~b) 7→ 3a1b1+2a2b2+ ia1b2− ia2b1

Met~a= (a1,a2) en~b= (b1,b2). Toon aan dat deze afbeelding een Hilbertinproduct bepaaltopC2.

Oefening 12.2.Bewijs dat in elke prehilbertruimteH volgende formule geldt

〈~x,~y〉= 1
4
‖~x+~y‖2− 1

4
‖~x−~y‖2+

i
4
‖~x+ i~y‖2− i

4
‖~x− i~y‖2

voor elke~x,~y∈ H.

Oefening 12.3.Zoek een orthogonale matrix met als eerste kolom

a)




1
3
2
3
2
3


 b)




−3
5
4
5

0


 c)




6
7
2
7
−3
7




Oefening 12.4.Zoek een unitaire matrix met als eerste kolom

a)




1
2
i
2

1+i
2


 b)




√
2

3
1−i
3

2+i
3


 c)




2
3

1+i
3√
3i

3




Oefening 12.5.Vind een orthogonale matrixM zodatMtAiM een diagonaalmatrix is.

a

A1 =

(
1 2

2 1

)
; A2 =




2 1 1

1 2 1

1 1 2




b

A3 =

(
3 1

1 3

)
; A4 =




1 0 0

0 3 −2

0 −2 3




c

A5 =

(
6 −2

−2 3

)
; A6 =




1 −4 2

−4 1 −2

2 −2 −2
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Oefening 12.6.Bepaal een orthogonale matrixM zodatMtAM enMtBM tegelijkertijd diagonaal
zijn.

a

A=
1
3




11 1 −1

1 11 1

−1 1 11


 ; B=

1
6




40 14 −14

14 19 −7

−14 −7 19




b

A=




1 0 −2

0 −1 0

−1 0 2


 ; B=

1
2




5 0 −1

0 6 0

−5 0 1




c

A=




5 −
√

2 −
√

3

−
√

2 4 −
√

6

−
√

3 −
√

6 3


 ; B=




1
√

2 −
√

3
√

2 2 −
√

6

−
√

3 −
√

6 3




Oefening 12.7.Bewijs dat eenn-dimensionale prehilbertruimteH een orthonormale basis van
eigenvectoren vanf : H →H heeft als en alleen als er van nul verschillende orthogonaleprojecties
p1, p2, · · · , pn : H → H enλ1,λ2, · · · ,λn ∈ C bestaan zodat

1. f = λ1p1+λ2p2+ · · ·+λnpn;

2. p1+ p2+ · · ·+ pn = 1H ;

3. pi ◦ p j = 0 alsi 6= j.

Oefening 12.8.OnderstelH een eindigdimensionale prehilbertruimte. Een lineaire afbeelding
f : H → H wordt scheefhermitischgenoemd alsf † = − f . Bewijs dat elke lineaire afbeelding de
som is van een hermitische en een scheefhermitische lineaire afbeelding.

Oefening 12.9.Bewijs dat alle eigenwaarden van een scheefhermitische lineaire afbeeldingf :
H → H zuiver imaginair zijn.

Oefening 12.10(Examenvraag 2006). Toon aan dat

〈A,B〉= Sp(AB†)

een Hilbert inwendig product definieert op deC-vectorruimte Mm,n(C) vanm×n-matrices overC
(m,n∈ N0). Herinner dat, voor een vierkante matrixC, Sp(C) de som is van de elementen op de
hoofddiagonaal vanC, en datA† = A

t
.
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Reeks 13

Oefening 13.1.Onderstel datH een eindigdimensionale prehilbertruimte is. Een lineaireafbeel-
ding f : H → H wordtnormaalgenoemd alsf en f † commuteren, m.a.w.

f ◦ f † = f †◦ f

Toon aan dat unitaire, hermitische en scheefhermitische lineaire afbeeldingen normaal zijn.

Oefening 13.2.Onderstel datf : H → H een normale lineaire afbeelding is. Bewijs achtereenvol-
gens

(i) f (~v) =~0 ⇐⇒ f †(~v) =~0;

(ii) f −λ1H is normaal, voor elkeλ ;

(iii) f (~v) = λ~v =⇒ f †(~v) = λ~v;

(iv) Als f (~v1) = λ1~v1, f (~v2) = λ2~v2 enλ1 6= λ2, dan is~v1 ⊥~v2.

(v) Bewijs nu dat er voor elke normale lineaire afbeelding een orthonormale basis van eigenvec-
toren bestaat.

Oefening 13.3.Ga na welke van de volgende matricesAi normaal zijn. IndienAi normaal is,
bepaal dan de eigenwaarden en een orthonormale basis van eigenvectoren.

a

A1 =

(
1 i

0 1

)
; A2 =




2
√

2 −
√

2

−
√

2 2 0
√

2 0 2




b

A3 =

(
2 i

i 2

)
; A4 =

(
1 1

0 1

)

c

A5 =

(
0 a

−a 0

)
; A6 =

(
i 1

−1 −i

)

Oefening 13.4.Onderstel datf : V →V normaal is (V is een eindigdimensionale prehilbertruimte).
Toon aan dat Ker( f ) = Ker( f †) en Im( f ) = Im( f †).

Oefening 13.5.Onderstel datf ,g : V →V commuteren en datf normaal is. Toon aan datf eng†

commuteren.

Oefening 13.6.Onderstel datf ,g : V → V normaal zijn en commuteren (m.a.w.f ◦g = g◦ f ).
Toon aan datf +g en f ◦g ook normaal zijn.
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Oefening 13.7.Toon aan datf : V →V normaal is als en alleen als

‖ f (~v)‖= ‖ f †(~v)‖

voor elke~v∈V.

Oefening 13.8.Beschouwf : H →H waarbijH een eindigdimensionale prehilbertruimte is. Toon
aan dat de volgende eigenschappen equivalent zijn:

(i) Er bestaat een hermitischeg : H → H zodat f = g◦g;

(ii) Er bestaat eenh : H → H zodat f = h†◦h;

(iii) f is hermitisch en〈 f (~v),~v〉 ≥ 0 voor elke~v∈ H;

(iv) f is hermitisch en alle eigenwaarden vanf zijn niet-negatief.

Oefening 13.9.Zoek een unitaire matrixM zodatM†AM een diagonaalmatrix is.

a

A=

(
1 i

−i 1

)

b

A=

(
4 1− i

1+ i 5

)

c

A=

(
2 1+ i

1− i 3

)

Oefening 13.10.Toon aan datRn met

‖(x1,x2, · · · ,xn)‖= max{|x1|, |x2|, · · · , |xn|}

een genormeerde ruimte is. Laat ook zien dat deze norm niet afkomstig is van een inwendig
product opRn.

Reeks 14

In het vervolg isEn eenn-dimensionale Euclidische ruimte.B= {~e1,~e2, · · · ,~en} is een orthonor-
male basis vanEn.
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Oefening 14.1.Beschrijf de isometrieënfi : E2 → E2.

f1

(
x

y

)
=

(
x

y−1

)

f2

(
x

y

)
=

(
3
5

4
5

−4
5

3
5

)(
x

y

)

f3

(
x

y

)
=

(
3
5

4
5

−4
5

3
5

)(
x

y

)
+

(
6

2

)

f4

(
x

y

)
=

(
3
5

4
5

4
5 −3

5

)(
x

y

)

f5

(
x

y

)
=

(
3
5

4
5

4
5 −3

5

)(
x

y

)
+

(
2

−4

)

f6

(
x

y

)
=

(
3
5

4
5

4
5 −3

5

)(
x

y

)
+

(
3

−2

)

Oefening 14.2.Stel de vergelijking op van de spiegeling inE2 ten opzichte van de rechte met
vergelijking

a x+3y= 2
b x−y= 3
c x+y= 4

Oefening 14.3.Stel de vergelijking op van de rotatie inE2 rond het punt(
√

3,
√

3) die de oor-
sprong op het punt(2

√
3,0) afbeeldt.

Oefening 14.4.Stel de vergelijking op van de schuifspiegeling inE2 ten opzichte van de rechte
met vergelijkingx= y en met verschuiving over de vector 2~e1+2~e2.

Oefening 14.5.Wat kan men zeggen over een isometrie vanE2 die
1) geen dekpunten heeft;
2) juist één dekpunt heeft;
3) een rechte dekpunten heeft.

Oefening 14.6.Wat kan men zeggen over een isometrie vanE3 die
1) geen dekpunten heeft;
2) juist één dekpunt heeft;
3) een rechte dekpunten heeft;
4) een vlak dekpunten heeft.

Oefening 14.7.Welk soort isometrie vanE3 beeldt het punt(x,y,z) af op
1) (x,y,−z);
2) (−y,x,z);
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3) (x,y,z+1);
4) (−y,x,z+1);
5) (−x,y,z+1);
6) (−y,x,−z);
7) (x,−z+2,−y+3);
8) (x,z−1,y+1).

Oefening 14.8.Beschrijf de isometriënfi : E
3 → E

3.

f1




x

y

z


 =




3
5

4
5 0

−4
5

3
5 0

0 0 1







x

y

z




f2




x

y

z


 =



−3

5
4
5 0

4
5

3
5 0

0 0 1







x

y

z




f3




x

y

z


 =



−2

3
2
3

1
3

2
3

1
3

2
3

1
3

2
3 −2

3







x

y

z




f4




x

y

z


 =




3
5

4
5 0

0 0 1
4
5 −3

5 0







x

y

z




f5




x

y

z


 =




2
3

2
3

1
3

−2
3

1
3

2
3

1
3 −2

3
2
3







x

y

z




Reeks 15

Oefening 15.1.g is een schuifspiegeling vanE2 of E3. Welk soort isometrie isg◦g?

Oefening 15.2.Gegeven is de transformatieg vanE3 bepaald door de formule

g




x

y

z


=




z+3

x+1

y+2




Toon aan datg de samenstelling is van een rotatie en een verschuiving in derichting van de as van
de rotatie. Bepaal de rotatie en de verschuiving.
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Oefening 15.3.Gegeven is de transformatieg vanE3 bepaald door de formule

g




x

y

z


=




x+1

z+3

y+2




Toon aan datg een schuifspiegeling is, dit wil zeggen datg de samenstelling is van een spiegeling
en een verschuiving over een vector gelegen in het vlak van deze spiegeling. Bepaal de spiegeling
en de verschuiving.

Oefening 15.4.

1a Bepaal inR3 (met standaard inwendig product) de matrixvorm (d.w.z. vind een kolomvector
B en een matrixA zodat f (X) = AX+B) van de orthogonale projectie op het vlak met
vergelijkingx−y+3z= 1.

2a Zelfde vraag voor de orthogonale spiegeling ten opzichtevan het vlak met vergelijkingx−
y+3z= 1.

3a Bepaal inR3 (met standaard inwendig product) de matrix van de rotatie over een hoekθ = π
2

ten opzichte van de rechte met vergelijking 3x=−3y= z.

4a Bepaal inR3 (met standaard inwendig product) de matrixvorm (d.w.z. vind een kolomvector
B en een orthogonale matrixA zodat f (X) = AX+B) van de rotatie over een hoekθ = π

2
rond de rechte met vergelijking 3x=−3y= z+2.

5a Bepaal inR3 (met standaard inwendig product) de matrix van de draaispiegeling bestaande
uit de orthogonale spiegeling ten opzichte van het vlak met vergelijking x− y+ 3z= 0,
gevolgd door een rotatie over een hoekθ = π

2 ten opzichte van de rechte door~o en loodrecht
op dit vlak.

6a Bepaal inR3 (met standaard inwendig product) de matrixvorm (d.w.z. vind een kolomvector
B en een matrixA zodat f (X) = AX+B) van de orthogonale projectie op de rechte met
vergelijking 3x=−3y= z+2.

1b Bepaal inR3 (met standaard inwendig product) de matrixvorm (d.w.z. vind een kolomvector
B en een matrixA zodat f (X) = AX+B) van de orthogonale projectie op het vlak met
vergelijkingx+y= z+1.

2b Zelfde vraag voor de orthogonale spiegeling rond het vlakmet vergelijkingx+y= z+1.

3b Bepaal inR3 (met standaard inwendig product) de matrix van de rotatie over een hoekθ = 3π
2

rond de rechte met vergelijkingx= y=−z.

4b Bepaal inR3 (met standaard inwendig product) de matrixvorm (d.w.z. vind een kolomvector
B en een orthogonale matrixA zodat f (X) = AX+B) van de rotatie over een hoekθ = 3π

2
rond de rechte met vergelijkingx−1= y=−z.
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5b Bepaal inR3 (met standaard inwendig product) de matrix van de draaispiegeling bestaande
uit de orthogonale spiegeling ten opzichte van het vlak met vergelijkingx+y= z, gevolgd
door een rotatie over een hoekθ = 3π

2 rond de rechte door~o en loodrecht op dit vlak.

6b Bepaal inR3 (met standaard inwendig product) de matrixvorm (d.w.z. vind een kolomvector
B en een matrixA zodat f (X) = AX+B) van de orthogonale projectie op de rechte met
vergelijkingx−1= y=−z.

1c Bepaal inR3 (met standaard inwendig product) de matrixvorm (d.w.z. vind een kolomvector
B en een matrixA zodat f (X) = AX+B) van de orthogonale projectie op het vlak met
vergelijkingx+y+2z= 1.

2c Zelfde vraag voor de orthogonale spiegeling rond het vlakmet vergelijkingx+y+2z= 1.

3c Bepaal inR3 (met standaard inwendig product) de matrix van de rotatie over een hoekθ = π
2

rond de rechte met vergelijking 2x= 2y= z.

4c Bepaal inR3 (met standaard inwendig product) de matrixvorm (d.w.z. vind een kolomvector
B en een orthogonale matrixA zodat f (X) = AX+B) van de rotatie over een hoekθ = π

2
rond de rechte met vergelijking 2x= 2y+2= z.

5c Bepaal inR3 (met standaard inwendig product) de matrix van de draaispiegeling bestaande
uit de orthogonale spiegeling ten opzichte van het vlak met vergelijking x+ y+ 2z= 0,
gevolgd door een rotatie over een hoekθ = π

2 rond de rechte door~o en loodrecht op dit vlak.

6c Bepaal inR3 (met standaard inwendig product) de matrixvorm (d.w.z. vind een kolomvector
B en een matrixA zodat f (X) = AX+B) van de orthogonale projectie op de rechte met
vergelijking 2x= 2y+2= z.

Oefening 15.5.Stel de vergelijking op van de spiegeling inE3 ten opzichte van het vlak
a1 x+3y= 4;
a2 x−2y+z= 0;
a3 x−y+2z= 0;
b1 4y+3z= 1;
b2 x+2y−3z= 0;
b3 x−2y+z= 1;
c1 2y+z= 2;
c2 x−y+2z= 2;
c3 x+2y−3z= 3.

Oefening 15.6.Stel de vergelijking op van de rotatie inE3 over de hoekθ over de gegeven asl .
a1 θ = π/3 enl is de doorsnede van de vlakken met vergelijkingx= y enz= 0;
a2 θ = π/3 enl heeft parametervergelijkingen






x= 1+ t
y= t
z= 2
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b1 θ = π/4 enl is de doorsnede van de vlakken met vergelijkingx+y= 0 eny−z=0;
b2 θ = π/4 enl heeft parametervergelijkingen






x= 1− t
y= 1+ t
z= t

c1 θ = π/6 enl is de doorsnede van de vlakken met vergelijkingx= z eny= 0;
c2 θ = π/6 enl heeft parametervergelijkingen





x= 1+ t
y= 2
z= t

Oefening 15.7.aStel de vergelijking op van de rotatie inE3 over de hoekπ/3 om de asx= y; z= 0
gevolgd door de verschuiving over de vector(1,1,0).

Oefening 15.7.bStel de vergelijking op van de rotatie inE3 over de hoekπ/4 om de as 1−x =
y−1= zgevolgd door de verschuiving over de vector(−1,1,1).

Oefening 15.7.cStel de vergelijking op van de rotatie inE3 over de hoekπ/6 om de asx−1 =
z; y= 2 gevolgd door de verschuiving over de vector(1,0,1).

Oefening 15.8.Gegeven is de isometrie vanE3 gedefinieerd door de formule

f




x

y

z


=




1

1

1


+




√
2

2 −1
2 −1

2√
2

2
1
2

1
2

0
√

2
2 −

√
2

2







x

y

z


 .

Welk soort isometrie isf ? Bepaal de dekpunten.

Oefening 15.9.Gegeven is de isometrie vanE3 gedefinieerd door de formule

f




x

y

z


=

1
3



−2 1 −2

−2 −2 1

1 −2 −2







x

y

z


+



−1

5

−4


 .

Welk soort isometrie isf ? Bepaal de dekpunten.

Oefening 15.10.Stel inE3 de vergelijking op van de orthogonale transformatie die de samenstel-
ling is van de spiegeling ten opzichte van het vlak met vergelijking x+y+z= 0 gevolgd door de
rotatie over de hoekπ/6 om de rechte door de oorsprong en loodrecht op dit vlak.

Oefening 15.11.Stel inE3 de vergelijking op van het oppervlak dat men bekomt door de rechte
met vergelijkingy= 0= x−2z te laten wentelen om dez-as.

102



Reeks 16

Oefening 16.1.Bepaal inE2 de kwadratische vorm bepaald door de symmetrische matrix

a)

(
1 3

3 2

)
; b)

(
2 4

4 1

)
; c)

(
1 7

7 2

)

Oefening 16.2.Bepaal inE2 of E3 de symmetrische bilineaire vorm waaraan de kwadratische
vormq geassocieerd is.

a1 q(x,y) = x2+6xy+2y2;
a2 q(x,y,z) = x2+4y2+z2−2xy+xz−yz;
b1 q(x,y) = x2+6xy+2y2;
b2 q(x,y,z) = 2x2+2y2+z2−xy+2xz−3yz;
c1 q(x,y) = x2+6xy+2y2;
c2 q(x,y,z) = x2+3y2+4z2−4xy−2xz−yz.

Oefening 16.3.Bepaal de kwadratische vormf : E2 →R zodat
a f (1,0) = 2, f (2,1) = 10 en f (−2,−3) =−10;
b f (2,−1) = 1, f (1,4) =−1 en f (1,0) = 2;
c f (1,1) = 1, f (−2,1) = 4 en f (0,1) = 6.

Oefening 16.4.Bepaal de kwadratische vormf : E2 →R geassocieerd met de bilineaire vormb
a b

(
(x1,y1),(x2,y2)

)
= 4x1x2+2x1y2+3x2y1+y1y2;

b b
(
(x1,y1),(x2,y2)

)
= 6x1x2+3x1y2+x2y1−y1y2;

c b
(
(x1,y1),(x2,y2)

)
= 3x1x2+2x1y2+x2y1−3y1y2.

Oefening 16.5.De kwadratische vormq : En → R wordt bepaald door de symmetrische matrix
A ten opzichte van een gegeven basis. Toon aan datq kan ontbonden worden als het product van
twee lineaire vormen als en slechts als erB,C∈ Rn bestaan zodatA= BCt.

Oefening 16.6.Bepaal van de volgende kegelsneden de Euclidische standaardvergelijking, en
beschrijf de coordinatentransformatie die nodig is om tot deze standaardvergelijking te komen.
Bepaal ook de assen en de toppen, en beschrijf deze zowel in deoorspronkelijke als in de nieuwe
basis.

a1 x2+2x+y2 = 0;
b1 4x2+11y2+24xy= 1;
c1 2x2+5y2−4xy−4x+4y+1= 0;
a2−x2−y2+2xy+

√
2x+

√
2y+2= 0;

b2 x2+4xy+4y2−6x−12y+10= 0;
c2 4x2−4xy+y2−x= 0;
a3 x2−2xy+y2+x−1= 0;
b3 x2+2xy+y2−4x−2y= 0;
c3 4x2+y2−4xy−12x+6y−7= 0;
a4 6x2−9y2−8x+3y+16= 0.
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Oefening 16.7.Bepaal van de volgende kwadrieken de Euclidische standaardvergelijking, en be-
schrijf de coordinatentransformatie die nodig is om tot deze standaardvergelijking te komen.

a1 y2+z2+x+y= 0;
b1 z2−xy= 1;
c1 x2+4y2+9z2−4xy−6xz+12yz+2x−4y−6z= 0;
a2 x2+2xy+2y2+2yz+z2−x+y−2z−8= 0;
b2 x2−y2−2z2+4x−2y+16z−30= 0;
c2 x2+2y2−3z2+12xy−8xz−4yz+14x+16y−12z+38= 0;
a3 4x2+4y2+4z2−4xy−4xz−4yz−5x+7y+7z+1= 0;
b3 5x2+3y2+3z2−2xy−2xz+2yz−14x+14y+6z+1= 0;
c3 y2+z2−2yz−2x+2z= 0;
a4 x2+y2+4z2+2xy−4xz−4yz+2y+6z−1= 0.
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Oplossingen

Oefening 9.1

a pA(λ ) =−λ 3, λ = 0 : {(x,y,z)|y= z= 0}. Niet diagonaliseerbaar.

pA(λ ) =−λ 3+7λ 2−14λ +8,

λ = 4 : {(x,y,z)|2x= 7z,y=−2z}.

λ = 2 : {(x,y,z)|y= z= 0}.

λ = 1 : {(x,y,z)|−x= y= z}. Diagonaliseerbaar.

b pA(λ ) =−λ 3+5λ 2+λ −5,

λ = 5 : {(x,y,z)|x= 2y,z= 0}.

λ = 1 : {(x,y,z)|x=−z,y= 0}.

λ =−1 : {(x,y,z)|z=−3x,y= 2x}. Diagonaliseerbaar.

pA(λ ) = (1−λ )(λ 2−3λ −4),

λ = 4 : {(x,y,z)|x= z,y= 0}.

λ = 1 : {(x,y,z)|z= 4x,y=−6x}.

λ =−1 : {(x,y,z)|2x+3z= 0,y= 0}. Diagonaliseerbaar.

c pA(λ ) =−λ 3+λ 2+2λ ,

λ = 2 : {(x,y,z)|3x= y=−3z}.

λ =−1 : {(x,y,z)|2x=−2y= z}.

λ = 0 : {(x,y,z)|x= y= z}. Diagonaliseerbaar.

pA(λ ) =−λ (1−λ )2,

λ = 0 : {(x,y,z)|x+z= 0,y= 0}.

λ = 1 : {(x,y,z)|x= 0}. Diagonaliseerbaar.

Oefening 9.2

a λ 2−8λ +9; λ 2−2λcosθ +1,

b λ 2−5λ +6; −λ 3+λ 2+24λ +36,

c λ 2−3λ +2; −λ 3+5λ 2−7λ +3.

Oefening 9.4

a {eu,e−u},

b {cosx,sinx},
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c Er bestaat geen basis vanV die D3 diagonaliseert. (V is hier een reële vectorruimte. Als je over
de complexe getallen werkt is er wel een basis:{cosx− i sinx,cosx+ i sinx}.)

Oefening 9.5

a M =

(
5 1
1 1

)
, enA9 = 28

(
3 −5
1 −3

)
,

b M =

(
1 2
−1 1

)
enB16= 1

3

(
516+217 −2.516+217

−516+216 2.516+216

)
,

c M =

(
2 1
1 −1

)
enC31 = 1

3

(
−232−531 −232+2.531

−231+531 −231−2.531

)
.

Oefening 9.7

a Basis :

{(
1
1

)
,

(
1
−1

)}
, Diagonaalmatrix :

(
4 0
0 0

)

Basis :









1
1
1


 ,




1
−1
0






1
0
−1







, Diagonaalmatrix :




3 0 0
0 −3 0
0 0 −3




Basis :








0
0
1
1


 ,




1
1
0
0







1
−1
0
0







0
0
1
−1








, Diagonaalmatrix :




4 0 0 0
0 4 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


,

b Basis :

{(
1
1

)
,

(
1
−1

)}
, Diagonaalmatrix :

(
3 0
0 1

)

Basis :








1
−1
0



 ,




1
0
−1








1
1
1







, Diagonaalmatrix :




1 0 0
0 1 0
0 0 −2





Basis :








1
0
0
1


 ,




1
0
0
−1







0
1
0
0







0
0
1
0








, Diagonaalmatrix :




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


,

c Basis :

{(
1
2

)
,

(
−2
1

)}
, Diagonaalmatrix :

(
5 0
0 0

)

Basis :








1
1
0


 ,




0
0
1






1
−1
0






, Diagonaalmatrix :




2 0 0
0 1 0
0 0 0




Basis :








1
1
0
0


 ,




0
0
1
1







−2
1
0
0







0
0
−2
1








, Diagonaalmatrix :




3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


.
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Oefening 9.8

a Basis :








1
1
0


 ,




1
0
−1






1
0
0






, Bovendriehoeksmatrix :




1 1 −2
0 1 −1
0 0 1


,

b Basis :









1
0
0


 ,




−2
1
1






0
1
0







, Bovendriehoeksmatrix :




2 0 5
0 1 2
0 0 1


,

c Basis :








1
2
1



 ,




0
1
0








0
0
1







, Bovendriehoeksmatrix :




2 0 0
0 1 1
0 0 1



.

Oefening 10.1

a 1a geen inwendig product, 2a inwendig product, 3a geen inwendig product.

b 1b inwendig product, 2b geen inwendig product, 3b inwendig product.

c 1c geen inwendig product, 2c geen inwendig product, 3c geen inwendig product.

Oefening 10.3

a 1a 11; 2an 6= m : 0, n= m 6= 0 : π , n= m= 0 : 2π ;

b 1b -13; 2b2
3;

c 1c 12; 2c 0.

Oefening 10.4

a 1a cosθ = 11
5
√

5
; 1a cosθ = 20

9
√

5
; 2an 6= m : cosθ = 0, n= m : cosθ = 1;

b 1b cosθ =− 13√
3531

; 2b cosθ =
√

70
12 ;

c 1c cosθ = 6√
330

; 2c cosθ = 0.

Oefening 10.8

a





1√
2




1
1
0


 , 1√

2




−1
1
0


 ,




0
0
1






,

b









1
0
0


 , 1√

53




0
7
−2


 , 1√

53




0
2
7







,

c





1√
3




1
1
1



 , 1√
6




1
1
−2



 , 1√
2




1
−1
0







.

Oefening 10.9
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a orthogonaal stel:{1,x,x2− π2

3 ,x3− 3
5π2x}, orthogonale projectie:− 45

2π4 (x
2− π2

3 ), afstand:(π −
90
π3)

1/2.

b orthogonaal stel :{1,cosx,sinx}, orthogonale projectie : 2sinx, afstand :(2
3π3−4π)1/2).

c orthogonaal stel :{1,x,cosx}, orthogonale projectie :3π2x, afstand :
(

π2−6
π

)1/2

Oefening 11.1

a −15~e1−2~e2+9~e3

b −2~e1+2~e3

c−2~e1−2~e2−2~e3

Oefening 11.6

a






x= 1
2 −5t

y=−2t
z=−1

2 + t

b





x=−3+7t
y=−1+4t
z= 1+4t

c






x= t
y=−1
z=−t

Oefening 12.3

a




1
3

2√
5

2√
45

2
3 − 1√

5
4√
45

2
3 0 − 5√

45




b




−3
5

4
5 0

4
5

3
5 0

0 0 1




c




6
7

1√
10

9√
490

2
7 − 3√

10
3√
490

−3
7 0 20√

490




Oefening 12.4

a




1
2

1√
2

−i
2

i
2

−i√
2

1
2

1+i
2 0 −1+i

2


,
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b




√
2

3
1+i
2

√
2(i−2)

6
1−i
3

−
√

2
2

−1+3i
6

2+i
3 0 2

3


,

c




2
3 0 −5√

45
1+i
3

i
√

3√
5

2+2i√
45

i
√

3
3

1−i√
5

2i
√

3√
45


.

Oefening 12.5

a

M =

(
1√
2

1√
2

1√
2

−1√
2

)
enMtA1M =

(
3 0
0 −1

)
,

M =




1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

−1√
2

1√
6

1√
3

0 −2√
6


 enMtA2M =




4 0 0
0 1 0
0 0 1


,

b

M =

(
1√
2

1√
2

1√
2

−1√
2

)
enMtA3M =

(
4 0
0 2

)
,

M =




1 0 0
0 1√

2
1√
2

0 1√
2

−1√
2


 enMtA4M =




1 0 0
0 1 0
0 0 5


,

c

M =

( −2√
5

1√
5

1√
5

2√
5

)
enMtA5M =

(
7 0
0 2

)
,

M =




1√
2

1√
18

2
3

1√
2

−1√
18

−2
3

0 −4√
18

1
3


 enMtA6M =




−3 0 0
0 −3 0
0 0 6


.

Oefening 12.6

a

M =




1√
3

0 2√
6

−1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

1√
2

−1√
6


, MtAM =




3 0 0
0 4 0
0 0 4


 enMtBM =




2 0 0
0 2 0
0 0 9


.
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b

M =




1√
2

0 1√
2

0 1 0
−1√

2
0 1√

2


, MtAM =




3 0 0
0 −1 0
0 0 −1


 enMtBM =




3 0 0
0 3 0
0 0 2


.

c

M =




1√
6

−2√
6

1√
6

1√
3

1√
3

1√
3

1√
2

0 1√
2


, MtAM =




0 0 0
0 6 0
0 0 6


 enMtBM =




0 0 0
0 0 0
0 0 6


.

Oefening 13.3

a A1 is niet normaal,

A2 eigenwaarden 2, 2±2i, basis :









0
1√
2

1√
2


 , 1

2




−i
√

2
1
−1


 , 1

2




i
√

2
1
−1








,

b A3 eigenwaarden 2± i, basis :

{(
1√
2

1√
2

)
,

(
1√
2

− 1√
2

)}
,

A4 is niet normaal,

c A5 eigenwaarden±ia, basis :

{(
1√
2

i√
2

)
,

(
1√
2

− i√
2

)}
,

A6 eigenwaarden±i
√

2, basis :

{
1√

4+2
√

2

(
−i(1+

√
2)

1

)
, 1√

4−2
√

2

(
i(
√

2−1)
1

)}
.

Oefening 13.9

a M =

(
i√
2

−i√
2

1√
2

1√
2

)
, enMtAM =

(
2 0
0 0

)
,

b M =

(
1√
3

i−1√
3

i+1√
3

1√
3

)
, enMtAM =

(
6 0
0 3

)
,

c M =

(
1√
3

−1−i√
3

1−i√
3

1√
3

)
, enMtAM =

(
4 0
0 1

)
.

Oefening 14.11) verschuiving over(0,−1)
2) rotatie om(0,0) over de hoek−bgcos(3/5)
3) rotatie om(5,−5) over de hoek−bgcos(3/5)
4) spiegeling ten opzichte van de rechtex= 2y
5) spiegeling ten opzichte van de rechtex= 2y+5
6) samenstelling van de spiegeling ten opzichte van de rechte x = 2y en de verschuiving over
(3,−2).

110



Oefening 14.2 af

(
x

y

)
=

(
4/5 −3/5

−3/5 −4/5

)(
x

y

)
+

(
2/5

6/5

)

b f

(
x

y

)
=

(
y

x

)
+

(
3

−3

)

c f

(
x

y

)
=

(
−y

−x

)
+

(
4

4

)

Oefening 14.3f

(
x

y

)
=

(
−y

x

)
+

(
2
√

3

0

)

Oefening 14.4f

(
x

y

)
=

(
y

x

)
+

(
2

2

)

Oefening 14.5 1echte schuifspiegeling of verschuiving
2 rotatie verschillend van de identiteit
3 spiegeling ten opzichte van een rechte.

Oefening 14.6 1verschuiving, rotatie gevolgd door een verschuiving evenwijdig met de rotatieas
of schuifspiegeling
2 rotatie gevolgd door spiegeling om een vlak loodrecht op de rotatieas (spiegelrotatie)
3 rotatie verschillend van de identiteit
4 spiegeling ten opzichte van een vlak.

Oefening 14.7

1 Orthogonale spiegeling t.o.v. hetxy-vlak.

2 Rotatie rond de z-as over een hoekπ/2.

3 verschuiving over(0,0,1).

4 Schroefbeweging : rotatie rond de z-as over een hoekπ/2, gevolgd door een verschuiving over
(0,0,1).

5 Schuifspiegeling : orthogonale spiegeling t.o.v. hetyz-vlak, gevolgd door een verschuiving over
(0,0,1).

6 Draaispiegeling : rotatie rond de z-as over een hoekπ/2, gevolgd door een orthogonale spiege-
ling t.o.v. hetxy-vlak.

7 Schuifspiegeling : orthogonale spiegeling t.o.v. het vlaky+z= 0, gevolgd door een verschuiving
over(0,2,3).

8 Orthogonale spiegeling t.o.v. het vlakz= y+1.

Oefening 14.8

1 Rotatie rond de z-as over een hoekθ waarvoor cosθ = 3
5, sinθ = −4

5 .
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2 Orthogonale spiegeling t.o.v. het vlaky= 2x.

3 Rotatie rond de rechtey= 2z= 2x, over een hoekπ .

4 Rotatie rond de rechtex= 2y= 2z, over een hoekθ waarvoor cosθ =−1
5.

5 Rotatie rond de rechtex= z,y= 0, over een hoekθ waarvoor cosθ = 1
3.

Oefening 15.1Een verschuiving.

Oefening 15.2Rotatie rond de rechtex1− 1 = x2 = x3 over een hoekθ waarvoor cosθ = −1
2,

gevolgd door een verschuiving over(2,2,2).

Oefening 15.3Orthogonale spiegeling t.o.v. het vlakx2 = x3+
1
2, gevolgd door een verschuiving

over de vector(1, 5
2,

5
2).

Oefening 15.4

1aA= 1
11




10 1 −3
1 10 3
−3 3 2


 enB= 1

11




1
−1
3


,

2aA= 1
11




9 2 −6
2 9 6
−6 6 −7


 enB= 1

11




2
−2
6


,

3aA= 1
11




1 −1+−3
√

11 3−
√

11
−1+3

√
11 1 −3−

√
11

3+
√

11 −3+
√

11 9




enB=




0
0
0


,

4aA zoals in 3a enB= 1
11




6−2

√
11

−6−2
√

11
−4



,

5aA= 1
11




−1 1−3
√

11 −3−
√

11
1+3

√
11 −1 3−

√
11

−3+
√

11 3+
√

11 −9




enB=




0
0
0


,

6aA= 1
11




1 −1 3
−1 1 −3
3 −3 9


 enB= 1

11




6
−6
−4


,
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1b A= 1
3




2 −1 1
−1 2 1
1 1 2


 enB= 1

3




1
1
−1


,

2b A= 1
3




1 −2 2
−2 1 2
2 2 1



 enB= 2
3




1
1
−1



,

3b A= 1
3




1 1−
√

3 −1−
√

3
1+

√
3 1 −1+

√
3

−1+
√

3 −1−
√

3 1




enB=




0
0
0


,

4b A zoals in 3b enB= 1
3




2

−1−
√

3
1−

√
3



,

5b A= 1
3




−1 −1−
√

3 1−
√

3
−1+

√
3 −1 1+

√
3

1+
√

3 1−
√

3 −1




enB=




0
0
0


,

6b A= 1
3




1 1 −1
1 1 −1
−1 −1 1



 enB= 1
3




2
−1
1



,

1cA= 1
6




5 −1 −2
−1 5 −2
−2 −2 2


 enB= 1

6




1
1
2


,

2cA= 1
3




2 −1 −2
−1 2 −2
−2 −2 −1


 enB= 1

3




1
1
2


,

3cA= 1
6




1 1−2
√

6 2+
√

6
1+2

√
6 1 2−

√
6

2−
√

6 2+
√

6 4




enB=




0
0
0


,

113



4cA zoals in 3b enB= 1
6




1−2
√

6
−5

2+
√

6


,

5cA= 1
6




−1 −1−2
√

6 −2+
√

6
−1+2

√
6 −1 −2−

√
6

−2−
√

6 −2+
√

6 −4




enB=




0
0
0


,

6cA= 1
6




1 1 2
1 1 2
2 2 4


 enB= 1

6




1
−5
2


.

Oefening 15.5

a1






x′ = (4x−3y+4)/5
y′ = (−3x−4y+12)/5
z′ = z

a2






x′ = (2x+2y−z)/3
y′ = (2x−y+2z)/3
z′ = (−x+2y+2z)/3

a3





x′ = (2x+y−2z)/3
y′ = (x+2y+2z)/3
z′ = (−2x+2y−z)/3

b1





x′ = x
y′ = (−7y−24z+8)/25
z′ = (−24y+7z+6)/25

b2






x′ = (6x−2y+3z)/7
y′ = (−2x+3y+6z)/7
z′ = (3x+6y−2z)/7

b3






x′ = (2x+2y−z+1)/3
y′ = (2x−y+2z−2)/3
z′ = (−x+2y+2z+1)/3

c1





x′ = x
y′ = (−3y−4z+8)/5
z′ = (−4y+3z+4)/5

c2





x′ = 2x+y−2z+2
3

y′ = x+2y+2z−2
3

z′ = −2x+2y−z+4
3

c3





x′ = (6x−2y+3z+3)/7
y′ = (−2x+3y+6z+6)/7
z′ = (3x+6y−2z−9)/7

Oefening 15.6

a1 Matrix van de lineaire afbeelding




3
4

1
4

√
3

2
√

2
1
4

3
4 −

√
3

2
√

2

−
√

3
2
√

2

√
3

2
√

2
1
2


,

a2 Matrix van de lineaire afbeelding zoals ina1, verschuiving over




1−2
√

6
4

−1+2
√

6
4

1+
√

6
4


.
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b1 Matrix van de lineaire afbeelding




1
3 +

2
3
√

2
−1

3 +
1

3
√

2
+ 1√

6
−1

3 +
1

3
√

2
− 1√

6
−1

3 +
1

3
√

2
− 1√

6
1
3 +

2
3
√

2
1
3 − 1

3
√

2
− 1√

6
−1

3 +
1

3
√

2
+ 1√

6
1
3 − 1

3
√

2
+ 1√

6
1
3 +

2
3
√

2


,

b2 Matrix van de lineaire afbeelding zoals inb1, verschuiving over




1− 1√
2
+ 1√

6
1− 1√

2
− 1√

6
2√
6


.

c1 Matrix van de lineaire afbeelding




2+
√

3
4

−1
2
√

2
2−

√
3

4
1

2
√

2

√
3

2
−1
2
√

2
2−

√
3

4
1

2
√

2
2+

√
3

4


,

c2 Matrix van de lineaire afbeelding zoals inc1, verschuiving over




2+2
√

2−
√

3
4−1

2
√

2
−
√

3+2
−2−2

√
2+

√
3

4


.

Oefening 15.7

a Matrix van de lineaire afbeelding zoals inc1 van vorige oefening, verschuiving over



1
1
0




b Matrix van de lineaire afbeelding zoals inb1 van vorige oefening, verschuiving over



− 1√
2
+ 1√

6
2− 1√

2
− 1√

6
1+ 2√

6




c Matrix van de lineaire afbeelding zoals inc1 van vorige oefening, verschuiving over



6+2
√

2−
√

3
4−1

2
√

2
−
√

3+2
2−2

√
2+

√
3

4




Oefening 15.8Draaispiegeling, fixpunt(−1+
√

2
2 , 3

2,
1+

√
2

2 ).

Oefening 15.9Draaispiegeling, fixpunt(−1/3,10/3,1), vlak x+y+z= 4, rechtex+1/3= y−
10/3= z−1, rotatiehoekθ = 4π/3.

Oefening 15.101
3




√
3−1 −

√
3−1 −1

−1
√

3−1 −
√

3−1
−
√

3−1 −1
√

3−1


.
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Oefening 15.11Kegel met vergelijkingx2+y2 = 4z2.

Oefening 16.1

a q(x,y) = x2+6xy+2y2,

b q(x,y) = 2x2+8xy+y2,

c q(x,y) = x2+14xy+2y2.

Oefening 16.2

a1 b((x1,x2),(y1,y2)) = x1y1+3x1y2+3x2y1+2x2y2,

a2 b((x1,x2,x3),(y1,y2,y3)) = x1y1+4x2y2+x3y3−x1y2−x2y1+
1
2x1y3+

1
2x3y1− 1

2x2y3− 1
2x3y2,

b1 b((x1,x2),(y1,y2)) = x1y1+3x1y2+3x2y1+2x2y2,

b2 b((x1,x2,x3),(y1,y2,y3)) = 2x1y1+2x2y2+x3y3− 1
2x1y2− 1

2x2y1+x1y3+x3y1− 3
2x2y3− 3

2x3y2,

c1 b((x1,x2),(y1,y2)) = x1y1+3x1y2+3x2y1+2x2y2,

c2 b((x1,x2,x3),(y1,y2,y3)) = x1y1+3x2y2+4x3y3−2x1y2−2x2y1−x1y3−x3y1− 1
2x2y3− 1

2x3y2.

Oefening 16.3

a f (x,y) = 2x2+3xy−4y2,

b f (x,y) = 2x2+ 109
36 xy− 17

18y2,

c f (x,y) =−2x2−3xy+6y2.

Oefening 16.4

a f (x,y) = 4x2+5xy+y2,

b f (x,y) = 6x2+4xy−y2,

c f (x,y) = 3x2+3xy−3y2.

Oefening 16.6Assen en toppen zijn uitgedrukt t.o.v. de standaardbasis.

a1 u2+v2 = 1, cirkel. Elke rechte door (-1,0) is as, elk punt van de ellips is top.

b1 20u2−5v2=1, hyperbool. Assen 3x+4y=0 en 4x−3y=0, toppen( 3
5
√

20
, 4

5
√

20
) en( −3

5
√

20
, −4

5
√

20
).

c1 6u2+ v2 = 1, ellips. Assenx−1 = 2y en 2x+ y = 2, toppen(1+ 1√
30
, −2√

30
), (1− 1√

30
, 2√

30
),

(1+ 2√
5
, 1√

5
), en(1− 2√

5
, −1√

5
).

a2 u2 = v, parabool. Asx= y, top(− 1√
2
,− 1√

2
).

b2 −5u2 = 1, leeg. Elke rechte is as, geen toppen.

c2 5
√

5u2 = v, parabool. As 2x− 1
5 = y, top( 1

25,
−3
25 ).

a3 2
√

2u2+v= 0, parabool. Asx−y=−1
4, top(15

16,
19
16).
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b3
√

2u2 = v, parabool. Asx+y= 3
2, top(−3

8,
15
8 ).

c3
5
16u2 = 1, twee evenwijdige rechten. Assen 2x= y+3 enx+2y= l met l ∈ R, elk punt van de

kegelsnede is top.

a4
108
163u

2− 72
163v

2 = 1, hyperbool. Asseny= 1
6 enx= 2

3, toppen(2
3,

1
6 +

√
163√
108

) en(2
3,

1
6 −

√
163√
108

).

Oefening 16.7

a1 u2+v2+w= 0, elliptische paraboloı̈de.

b1 u2+ v2

2 − w2

2 = 1, eenbladige hyperboloı̈de.

c1 14u2 = 1, twee evenwijdige vlakken.

a2
3
√

3
4 u2+

√
3

4 v2 = w, elliptische paraboloı̈de.

b2 u2−v2−2w2 = 1, tweebladige hyperboloı̈de.

c2
3
23u2+ 6

23v2− 9
23w2 = 1, eenbladige hyperboloı̈de.

a3
2
√

3
3 u2+ 2

√
3

3 v2+w= 0, elliptische paraboloı̈de.

b3
u2

10+
3v2

20 + 3w2

10 = 1, ellipsoı̈de.

c3
2√
6
u2+v= 0, parabolische cilinder.

a4
6
√

3√
70

u2+v= 0, parabolische cilinder.
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Index

afstand, 15, 35
afstand tot een deelruimte, 21
antiverplaatsing, 48

Banachruimte, 45
bilineaire afbeelding, 14

Cauchyrij, 45
Cayley-Hamilton, 12
convergentie v.e. rij vectoren, 45
cosinus hyperbolicus, 83

dekpunt, 26
draaispiegeling, 57
driehoeksongelijkheid, 16

eenbladige hyperboloı̈de, 77
eigenvector, 4
eigenwaarde, 4
ellips, 73
ellipsoı̈de, 76
elliptische cilinder, 79
elliptische kegel, 78
elliptische paraboloı̈de, 80
Euclidische ruimte, 15

fixpunt, 26

genormeerde ruimte, 16, 44
georiënteerd volume, 30
groep, 47

hermitisch toegevoegde afbeelding, 38
hermitische lineaire afbeelding, 38
hermitische matrix, 38
Hilbert inwendig product, 35
Hilbertruimte, 45
hyperbolische cilinder, 79
hyperbolische paraboloı̈de, 81

hyperbool, 74

indefiniet, 60
inproduct, 15
inwendig product, 14
isometrie, 46

Jordanblokken, 11
Jordanvorm, 11

karakteristieke veelterm, 4
karakteristieke vergelijking, 4
kegelsnede, 73
kwadratische functie, 70
kwadratische vorm, 59
kwadriek, 70

lengte van een vector, 15, 35
lineair onafhankelijke rij, 19
loodrechte stand, 17

middelpunt, 51

negatief definiet, 60
negatief georiënteerde basis, 29
negatief semidefiniet, 60
negatieve isometrie, 48
niveauhyperoppervlak, 52
norm van een vector, 15, 35
normale lineaire afbeelding, 96

omwentelingssymetrische functie, 53
omwentelingssymmetrisch deel, 53
orthogonaal complement, 20, 37
orthogonaal stel, 18
orthogonaal stel vectoren, 36
orthogonale basis, 18, 36
orthogonale directe som, 21, 37
orthogonale lineaire afbeelding, 24
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orthogonale matrix, 25
orthogonale projectie, 21, 49
orthogonale vectoren, 17, 36
orthonormaal stel, 18
orthonormale basis, 18

parabolische cilinder, 82
parabool, 74
parametervoorstelling, 83
positief definiet, 15, 35, 60
positief georiënteerde basis, 29
positief semidefiniet, 60
positieve isometrie, 48
prehilbertruimte, 35
puntsymmetrie, 49

rechterhandregel, 29
rotatie, 52

scheefhermitische afbeelding, 95
schroefbeweging, 57
schuifspiegeling, 55, 56
sesquilineaire afbeelding, 35
sinus hyperbolicus, 83
spiegeling, 49
spiegelrotatie, 57
standaard inwendig product, 35
standaardvergelijking v.e. kwadriek, 73
stelling van Pythagoras, 18
stelling van Sylvester, 63
symmetrie, 49
symmetrieas, 51
symmetrievlak, 51
symmetrisch deel, 51
symmetrische afbeelding, 14
symmetrische functie, 51
symmetrische matrix, 24

toegevoegd symmetrisch, 35
toegevoegde lineaire afbeelding, 23
tweebladige hyperboloı̈de, 78

unitaire lineaire afbeelding, 38
unitaire matrix, 39

vectorieel product, 32

verplaatsing, 48
volledigheid v.e. genormeerde ruimte, 45

zadeloppervlak, 81
zelftoegevoegde lineaire afbeelding, 24
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